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Licdo de Sintese

Notas Prévias

Este documento apresenta o sumario pormenorizado da licdo a que se refere a alinea
c) do artigo 5.° do Decreto-Lei n.° 239/2007, de 19 de Junho, referente as provas de
agregacado tendo em vista a atribuicdo do titulo académico de agregado.

A licdo a que se refere este sumario corresponde, no seu essencial, a uma parte da
matéria leccionada pelo Autor na disciplina de Fotonica do Mestrado em
Engenharia Electrotécnica e de Computadores do Departamento de Engenharia
Electrotécnica e de Computadores (DEEC) do Instituto Superior Técnico (IST).
Com efeito, uma parte substancial da presente licdo integra-se nos Capitulos 12, 13
e 15 do respectivo programa — tal como se descreve no Relatério de Fotdnica
destas provas.

Sem prejuizo do que ficou escrito anteriormente, algumas partes desta licdo contém
alguns comentarios que — dado que pressupdem um nivel cientifico superior ao da
disciplina de Fotonica — ndo correspondem, de facto, ao restante nivel cientifico
médio em que a licdo se insere.

Além de constituir um sumario pormenorizado, este documento também pode ser
considerado como um texto de apoio — mas nao substitui a licdo propriamente dita:
dada a sua extensdo, nunca seria possivel converter este texto numa Unica Licao
com a duracdo de 1 hora (ponto 4 do artigo 13.° do Decreto-Lei n.° 239/2007 de 19
de Junho).



Carlos R. Paiva

“Whenever we define something by use of local coordinates, if we wish the
definition to have intrinsic significance we must check that it has the same

meaning in all coordinate systems.”

Theodore Frankel, The Geometry of Physics: An Introduction. Cambridge:
Cambridge University Press, 2nd ed., 2004 (p. 24)
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Carlos R. Paiva

“From the vantage point of the 20th century, when profound advances in
mathematical technique have been made (...), Maxwell’s equations seem to
have a compelling naturalness and simplicity that almost make us wonder how
electric/magnetic fields could ever have been considered to obey any other
laws. But such a perspective on things ignores the fact that it was the Maxwell
equations themselves that led to a very great many of these mathematical
developments. It was the form of these equations that led Lorentz, Poincarg,
and Einstein to the spacetime transformations of special relativity which, in

turn, led to Minkowski’s conception of spacetime.”

Roger Penrose, The Road to Reality: A Complete Guide to the Laws of the
Universe. New York: Alfred A. Knopf, 2005 (p. 441)
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4. Conclusdo e notas finais

Esta licdo de sintese intitula-se Aspectos Geométricos do Electromagnetismo. Embora
corresponda a matéria leccionada pelo Autor na disciplina de Fotonica, de que é o professor
responsavel (ver o Relatorio de Fotdnica destas provas), ela ndo corresponde a uma aula
tedrica normal dessa disciplina. Efectivamente, como se trata de uma licdo de sintese, tenta-se
numa Unica aula reunir o essencial de varios capitulos de Fotdnica que sdo tratados sob um
ponto de vista matematico unificador através da utilizacdo da algebra geométrica (de
Clifford).
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Os temas abordados agrupam-se, assim, de acordo com duas algebras geométricas, a saber:

>

A algebra geométrica C/,, radicada no espago vectorial R*, com a usual métrica
euclidiana.

A algebra geometrica C/,,, radicada no espaco vectorial R*, com a métrica de
Lorentz (+———) correspondente ao espago-tempo (plano) da relatividade restrita

(i.e., ao espaco-tempo de Minkowski).

Os topicos tratados sao:

>
>

A propagacdo de ondas electromagnéticas em meios anisotropicos.
Os meios em movimento no &mbito da Optica relativista.

Existem duas perspectivas diferentes para se entender o que € um meio do ponto de vista

electromagnético.

>

Numa primeira perspectiva, um meio ndo é mais do que uma colec¢do, mais ou
menos complexa, de cargas e de correntes imersas no vacuo. Esta é a filosofia que
estd na base das chamadas equacbGes de Maxwell-Boffi. Nestas equacdes,
contrariamente as habituais equacbes de Maxwell, apenas aparecem as
intensidades E (campo eléctrico) e B (campo magnético); nenhuma referéncia é
feita aos campos auxiliares D e H. Trata-se, portanto, de uma perspectiva
fundamental e reducionista — a da fisica tedrica. Pretende-se explicar o maximo
através de um minimo de principios organizadores.

Numa segunda perspectiva, um meio é apenas uma hipdtese, i.e., um modelo
simplificado para a descricdo fenomenoldgica de um dado material. Deste modo
define-se, logo a partida, um conjunto de relacbes ditas constitutivas como
hipétese de trabalho. Sao estas relacBes que estabelecem de que forma as
excitacbes D (eléctrica) e H (magnética) sdo calculadas a partir das intensidades
E e B. Esta é a perspectiva da fisica aplicada e da engenharia electrotécnica.
Note-se, porém, que esta &€ também a Unica perspectiva que permite dar,
efectivamente, uma unidade formal ao conjunto complexo de cargas e correntes,

imersas no vacuo, a que se da o nome identificador de meio material.
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“So Maxwell had four field vectors— E, D, B,and H —the D and H were
hidden ways of not paying attention to what was going inside the material. You

will find the equations written this way in many places.”

Richard P. Feynman, Robert B. Leighton, and Matthew Sands, The Feynman
Lectures on Physics — Vol. Il: Mainly Electromagnetism and Matter.
Reading, MA: Addison-Wesley, 1964 (pp. 32-4 — 32-5)

“The Boffi equations are mathematically appealing since they now specify both
the curl and divergence of the two field quantities E and B . By the Helmholtz
theorem we know that a field vector is uniquely specified when both its curl
and divergence are given. But this assumes that the equivalent sources

produced by P and M are true source fields in the same sense as J.”

Edward J. Rothwell and Michael J. Cloud, Electromagnetics. Boca Raton, FL:
CRC Press, 2001 (p. 46)

Nesta licdo adopta-se a segunda perspectiva: numa primeira parte, no ambito da algebra

geometrica C/,; numa segunda parte, no ambito da algebra geométrica C/ ;.

O estudo dos meios anisotropicos aparece, deste modo, como uma aplicagdo da algebra C/,,
enquanto que o estudo dos meios em movimento surge como uma aplicagéo da algebra C/, ,.

Neste percurso, feito sob a égide unificadora da algebra geométrica, as equacbes de Maxwell
aparecem sob varias perspectivas: (i) primeiro, na perspectiva (conhecida) do espaco
ordinario tridimensional com uma meétrica euclidiana; (ii) depois, na perspectiva (menos
conhecida) do espaco-tempo de Minkowski. Assim, como resultado colateral, os alunos de
Fotdnica sdo, neste processo, expostos a formulacdo relativista da electrodindmica cléssica.
Aqui a qualificacdo «colateral» poderia significar: um resultado pedagogico positivo mas, no

fundo, apenas uma coincidéncia feliz. Na realidade, ndo existe aqui qualquer inocéncia
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pedagodgica: o Autor reconhece-se «culpado» de ter uma intencdo escondida: a de aproveitar
esta sequéncia para, atraves dela, levar os alunos a adquirir uma visdo mais aprofundada da
relacdo intima entre a teoria da relatividade restrita e a electrodinamica classica.
|
Naturalmente que, atendendo ao facto da algebra geométrica ser uma linguagem matematica
nova, ha que comegar todo este percurso por algo pouco usual numa disciplina com 0 nome
de Fotdnica: introduzir alguns aspectos matematicos considerados basicos de algebra
geométrica, de forma a tornar possivel este mesmo percurso. Mas, é claro, dadas as naturais
limitacOes temporais, ha que proceder a uma seleccdo criteriosa dos aspectos matematicos:
ndo se pretende apresentar uma teoria que, dos pontos de vista axiomatico e formal, seja
perfeita e fechada; pretende-se, tdo somente, insinuar a estrutura matematica, levando os
alunos — que ndo sao alunos de matematica — a absorver, paulatinamente mas de forma clara,
os fundamentos essenciais que irdo permitir entender sem dificuldade este percurso. Também
aqui, mais uma vez, ndo ha nem coincidéncia nem sequer inocéncia. Com efeito, outro dos
objectivos escondidos, mas que é necessario confessar, € o0 de passar uma outra mensagem: a
de que, contrariamente ao que certa popularizacdo cientifica gosta de transmitir, so se aprende
ciéncia praticando-a e, para a praticar, ha que ter os instrumentos proprios. N@o é possivel
passar uma mensagem cientifica como esta sem dar, simultaneamente, as ferramentas
matematicas indispensaveis. Falar de generalidades, qualitativamente, € (talvez) apropriado
para «conversas de café». As aulas, porém, ndo podem basear-se em receitas ou nebulosas
alegoricas: nas aulas o0 objectivo deve ser a formacdo numa época inundada de informacao.
|

A interaccdo entre a matematica, a fisica e a engenharia € um tema fascinante e, cada vez
mais, um tema importante. Dada a natural proliferacdo das areas de investigacdo, que
acompanha o progresso tecnico-cientifico, € cada vez mais urgente dar uma preparagdo
matematica unificadora. Seria lamentavel que a excessiva e inelutivel especializacdo desse
lugar a uma visdo empobrecedora e limitada, em que uma visdo cientifica integradora e
integrada estivesse, cada vez mais, longe do alcance do especialista. A Gnica forma de
ultrapassar a limitacdo draconiana da regra «o produto do ganho pela largura de banda é
constante» é tentar uma via matematica alternativa: em vez de criar, para cada nova area de
especializacdo, uma nova e paralela subespecialidade matematica, talvez seja preferivel
repensar todo 0 processo e apontar para uma linguagem matematica que permita, por

exemplo, passar do espaco euclidiano tridimensional para o espaco ndo-euclidiano
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quadridimensional sem cortes epistemologicos: porqué passar de uma algebra vectorial,
baseada no produto externo de Gibbs, para uma algebra tensorial radicalmente diferente?
Com a algebra geométrica tal corte epistemologico € desnecessario e até anti-natural. O
produto externo de Gibbs sO existe em trés dimensdes: ha que o destronar e substituir pelo
produto exterior de Grassmann, que existe em qualquer dimensdo, com a vantagem adicional
de ndo depender da métrica adoptada. Além disso, o produto externo de Gibbs pode ficar
perfeitamente reduzido ao papel secundario de dual do produto exterior de Grassmann no

caso particular da algebra geométrica C/,.

|

A algebra geométrica é gerada por um novo produto entre vectores — o produto geométrico.
Este produto geométrico foi introduzido por William Kingdon Clifford (1845-1879) e, na sua
construcdo, estdo simultaneamente presentes o produto interno (ou escalar) e o produto
exterior inventado por Hermann Gilnther Grassmann (1809-1877). Os quaternides foram
inventados por Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) e deram origem ao moderno
calculo vectorial. Josiah Willard Gibbs (1839-1903) amputou o0s quaternides e, assim,
introduziu o célebre produto externo (trabalhos publicados em 1901 mas desenvolvidos entre
1881 e 1884).

Ainda hoje o electromagnetismo é ensinado através do calculo vectorial de Gibbs. Talvez essa

seja a forma mais indicada para se iniciar o estudo das equagOes de Maxwell.

“The modern system of vector analysis originated with Josiah Willard Gibbs and
Oliver Heaviside. These two great physicists, working independently of each other,
constructed their systems (which were essentially identical) during the late 1870’s
and early 1880’s. The position of both in relation to previous traditions was
identical. It was demonstrated that each began to study the quaternion system under
the stimulus supplied by Maxwell’s electromagnetic writings.” (pp. 251-252)
“Heroes the history of science must have, though within the scope of the present
study so many scientists have contributed significantly that the discernment of an
order of heroic accomplishment is far from easy. Nonetheless, if two of the men
discussed are deserving of last mention, they are certainly Grassmann and
Hamilton.” (p. 254)

Michael J. Crowe, A History of Vector Analysys: The Evolution of the Idea of a
Vectorial System. New York: Dover, (1967) 1994
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Harry Moritz Schey, Div, Grad, Curl and All That: An Informal Text on Vector
Calculus. New York: W. W. Norton & Company, 4th ed., 2005

N&o obstante, ao ensinar o electromagnetismo dessa forma, abre-se uma brecha no
conhecimento que, mais tarde, € necessario reparar. Com efeito, a indissociavel ligacdo do
electromagnetismo a teoria da relatividade passa, deste modo, completamente desapercebida.
Os tensores ndo sao a unica forma de reatar essa ligacao: a algebra geométria restabelece essa
ligacdo de forma mais natural e sem o corte de paradigma matemético que, na formulacdo

classica do calculo tensorial, existe entre vectores e tensores.

“The cross product quickly proved to be invaluable to physicists, dramatically
simplifying equations in dynamics and electromagnetism. In the latter part of the
nineteenth century many physicists, most notably Gibbs, advocated abandoning
quaternions altogether and just working with the individual scalar and cross
products. (...) Gibbs was misguided in some of his objections to the quaternion
product, but his considerable reputation carried the day and by 1900s quaternions

had all but disappeared from mainstream physics.”

Chris Doran and Anthony Lasenby, Geometric Algebra for Physicists. Cambridge:
Cambridge University Press, 2005 (p. 11)

As algebras de Clifford constituem, hoje em dia, um instrumento de trabalho essencialmente
conhecido por aqueles que, em fisica, trabalham com (e em) mecénica quantica. Porém, é
possivel defender uma visdo mais abrangente das algebras de Clifford: elas podem ser
entendidas para além de meras algebras matriciais associativas. Com efeito, deve-se
particularmente a David Hestenes essa visdo mais abrangente da estrutura das algebras de
Clifford como uma algebra geométrica enquanto linguagem universal. No entanto, é
discutivel que seja conveniente abdicar completamente de outros instrumentos matematicos
como as formas diferenciais por uma razdo importante: ao contrario da algebra geométrica
que transporta uma métrica dentro da sua estrutura, as formas diferenciais ndo dependem de

qualquer métrica.
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“Hamilton’s choice of the name quaternion is unfortunate, for the name merely
refers to the comparatively insignificant fact that the quaternions compose a linear
space of four dimensions. The name quaternion diverts attention from the key fact
that Hamilton had invented a geometric algebra. (...) Quaternions today reside in a
kind of mathematical limbo, because their place in a more general geometric
algebra is not recognized. The prevailing attitude toward quaternions is exhibited in
a biographical sketch of Hamilton by the late mathematician E. T. Bell. The sketch is
titled ““An Irish Tragedy™, because for the last twenty years of his life, Hamilton
concentrated all his enormous mathematical powers on the study of quaternions in,
as Bell would have it, the quixotic belief that quaternions would play a central role
in the mathematics of the future. Hamilton’s judgement was based on a new and
profound insight into the relation between algebra and geometry. Bell’s evaluation
was made by surveying the mathematical literature nearly a century later. But union
with Grassmann’s algebra puts quaternions in a different perspective. It may yet
prove true that Hamilton looking ahead saw further than Bell looking back. (...) By
the end of the 19th century a lively controversy had developed as to which system
was more suitable for the work of theoretical physics, the quaternions or vector
algebra. A glance at modern textbooks shows that the votaries of vectors were
victorious. However, quaternions have reappeared disguised as matrices and proved
to be essential in modern quantum mechanics. The ironic thing about the vector-
quaternion controversy is that there was nothing substantial to dispute. (...) The
whole controversy was founded on the failure of everyone involved to appreciate the
distinction between vectors and bivectors. Indeed, the word “vector’ was originally
coined by Hamilton for what we now call a bivector. Gibbs changed the meaning of
the word to its present sense, but no one at the time understood the real significance

of the change he had made.

David Hestenes, New Foundations for Classical Mechanics. Dordrecht: Kluwer
Academic Publishers, 2nd ed., 1999 (pp. 59-61)

11
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“The emphasis on the structures themselves rather than on their
representations leads us naturally to use the coordinate-free language of

modern mathematics.”

William L. Burke, Applied Differential Geometry. Cambridge: Cambridge
University Press, 1985 (p. xii)
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L% 1. Introducéo a Algebra Geométrica
L ~
(u =Y &
A licdo comeca com uma introducdo a algebra geométrica. Ndo se pretende fazer uma
formalizagcdo axiomatica da algebra. O objectivo é o de apenas introduzir alguns conceitos
basicos que permitirdo, ao longo da li¢do, dar uma unidade formal a alguns aspectos da teoria
electromagnética em meios materiais. A algebra geométrica do espaco é aqui introduzida de
forma sucinta. Ao contrario da algebra vectorial ordinaria (i.e., a algebra tridimensional
euclidiana baseada no produto externo de Gibbs), trata-se — para os alunos de Fot6nica — de

uma algebra desconhecida.

1.1 Produto geométrico ou de Clifford
A linguagem matematica desta licdo € baseada na algebra geométrica de Clifford. Nesta
algebra admite-se que existe um espaco linear (ou vectorial) R" definido sobre o corpo R

dos nimeros reais.

algebras geométricas n=2 C/, algebrageométrica do plano
euclidianas n=3 C/, algebrageometrica do espaco

A élgebra geométrica permite, também, estudar outras dimensdes e outras métricas. No caso

do espaco-tempo de Minkowski a métrica ndo € euclidiana. Neste caso, como se vera mais a
frente, considera-se a algebra geometrica C/,, que radica no espago quadratico R*®. Na
breve introducdo que aqui se faz apenas se considera a algebra C/,.

A definicdo essencial da &lgebra geométrica € o produto geométrico (ou de Clifford)
entre vectores. Consideremos, entdo, o espaco linear R® com a usual métrica euclideana. Seja

B={e, e, e,} uma base ortonormada deste espaco, i.e.,

1 j=k

jke{1,23} - ej-ekzéjk:{o, P2k

de modo que |e|=le,|=|e,[=1. Dado um vector r=xe +ye,+ze, R’ o respectivo

comprimento sera dado por
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r|=yrr={yx*+y*+2* >0.
Definamos, agora, um produto entre vectores — dito produto geométrico ou de Clifford — tal

que, ao multiplicar o vector r por ele proprio, rr=r?, se obtenha o quadrado do seu

comprimento, i.e.,

H 2
axioma fundamental de C/, — |r’ :|r|

. 2 2 2 ~ - N
Em particular, tem-se e =|e,|" =1, e =|e,| =1 e e} =|e,| =1. Se ndo se considerar, &
partida, que este produto € (necessariamente) comutativo, vem

|r|2:x2+y2+22 N r2:(xSlereZ+ze3)(xe1+ye2+ze3)
=|r|"+xy(ee, +e,e,)+xz(ee,+e,e)+yz(e,e;+e,e,)
e, =—6e,
2 2
r’=r|” = Jee=-¢ee,.
€;€, = —€,6;

Assim, a primeira caracteristica do produto geométrico ¢ a seguinte: este produto ndo pode ser

comutativo no caso geral. Admitamos, porém, que ele € associativo, i.e., que

a,b,ceR’ — |[(ab)c=a(bc)| <« associatividade do produto geométrico.

Obtém-se entdo

(elez)2 =(ee,)(e0,) =6, (8,0, )e, =—e,(ee, )e, =—(e,e,)(e,e,) =—efe; =-1.
Este resultado mostra que o objecto

geométrico e,e, ndo pode ser nem um

A
escalar nem um vector: o quadrado de . e,
_ F=e,=¢e,
e,e, € um numero negativo. De facto,
este € um objecto geométrico de tipo \
novo a que se da o nome de bivector.
Um bivector € um segmento de plano >

orientado. Na figura anexa indica-se o .
1

quadrado orientado que corresponde ao

A

bivector unitario F =e,, =e,e,. Analogamente se definem os bivectores unitarios e,, =e.e, e
e,, =€,e,. Deste modo, o produto geométrico de dois vectores a,beR®, com

a=ae +a,e,+a,e, e b=be +b,e, +be,, sera
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produto geométrico (de Clifford) — |ab=a-b+aab

produto interno (ou escalar) — a-b=ab +a,b, +a,b,
e23 e31 e12

produto exterior (de Grassmann) — aab=|a a, a,
bl b2 b3

O produto interno é conhecido: e =a-beR. A definicdo de produto geométrico, porém,

implica a existéncia de um outro produto: o produto exterior que gera um bivector F=aab:

2
F=anb=(ab,—a;b,)e,, +(ab, —ab,)e, +(ab,-a,b)e, e AR’

O objecto u=ab é, assim, a soma graduada de um escalar & com um bivector F:

2
somagraduada — ab=a-b+arbeR®AR’.

simetria a-b=b-a
anti-simetria aAb=—-bnaa

_1 _ 2 2 2
ab=a-b+anb a.b_E(ab+ba)eR < ab+ba=(a+b) -a*-b*eR

ba=a-b-anb a/\b:%(ab—ba)

(a/\b)2 (ab-a-b)(a-b-ba)
(a-b)(ab+ba)-(a-b)’ —abba
2(a- b) (a~b) —a’b?

(a- b)2 a’b?

0=<«(a,b) — a-b=|a|lblcose
(aAb)z:azbzcosze—azbz:—azbzsinZH.
Este Gltimo resultado mostra que |aAb|=|al|b|sing. Assim, o bivector F=anb ¢é

representado pelo paralelogramo orientado da figura anexa.
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i F:a/\b |b|S|n9

A definicdo do produto geométrico u=ab=a-b+aab entre dois vectores a, b e R®

codifica geometricamente a relagéo entre eles como a seguir se indica:

ab=ba <« al|Jlb < aab=0 < ab=a-b
ab=-ba < alb < ab=0 < ab=aab]|

€, =€, NE

€, =€, A /

>

€,

S

e, €, =€ A€,

2 2
O subespago /AR’ dos bivectores tem uma base B ={e,, e;, e, } pelo que dim(/\ st =3.

j=k > & =(ee,) =(e, e, ) =1

{j,ke{l,Z,B}

Em relacdo ao produto exterior o produto geométrico tem a enorme vantagem de ser
invertivel. Contudo, ao contrario do produto exterior de Grassmann (ndo confundir com o

produto externo de Gibbs, s6 definivel em trés dimensdes), o produto geométrico depende de

Ly 2
uma métrica: a° =aa=a-a=|a|” para aecR’.
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o at=2 a=ub™
invertibilidade a2 .
(Apéndice A) b = |u=ab = |b=au
éndice .
p blz—z u—lzb—la—l
b
O produto exterior de trés vectores da
origem, por sua vez, a um trivector ou
=6, Ae, AE, e, A volume orientado. O trivector unitario
\ da algebra é, neste caso, e,,,. Tem-se
e, I=V=e =£6,g,=6 A6, E,.
e Tal como um bivector, um trivector
1
- tem um quadrado negativo.

reversode e,, —> &, =€,6,6, =€,6,6, =—€,6,6, =—€,,,

-2 2 ~ 2,.2.2
1" =€ =€1p3€153 = —€13€55 = _(elezes)(esezel) =—€,6,6; = -1

a a, & i .
V=anbac=|b b, b,le,=p86,=pV=Lic/\R’
trivector ou G G G
%
pseudoescalar
B =a,(b,c,—b,c,)+a,(bc,—bc;)+a;(bc,—b,c)eR

VZ=(anbnac) =(Bi*)=-p5

associatividade do produto exterior — |(aab)ac=an(bac)=asbnac

7] /1
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Nota: O trivector V=aabac é o dual do (pseudo)escalar da algebra vectorial de Gibbs a

que se d& o nome de triplo produto escalar (ou produto misto) g =a-bxc tal que

a 8, 8
a-bxc={b b, b,
Cl CZ C3

que, como é sabido, observa a permutacao ciclica

a-bxc=b-cxa=c-axb.

Nota: Depois de se introduzir a contraccdo a esquerda (mais a frente), pode efectivamente

demonstrar-se que:

€ =£6,8;= el(eZeS) =€ (ez €316, /\63) =€ (ez /\63)

=e, I(e, ney)+e, Ae, AE,
2o 2 )

0

=€, NG, NE;.

Regra de Cramer: Facilmente se determinam as componentes «, £, y da decomposicdo de

um vector r e R® em termos de outros trés vectores conhecidos a,b,ceR*. Pretende-se,

portanto, resolver o sistema de equacdes lineares

sistema linear — r=ca+fb+yc

emordema «, £, y . Vem sucessivamente

rra=p(bra)+y(caa) rrasb=y(cranb)
rab=a(anb)+y(cab) = <rabac=a(asnbnc)
rac=a(anc)+p(bnc) racra=pg(brcaa)

rabac _racha _raanb

soluggio —» a= , = , ¥ = :
anbac anbnac arbnac

Esta é a expressdo da regra de Cramer em &lgebra geométrica.
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1.2 Algebra geométrica do espaco

Estamos agora em condi¢des de caracterizar a estrutura algébrica de C/, definida no espago

tridimensional euclidiano R®.

escalares R

vectores  R® 2 3
subespagos de C/, — — Cl,=ROR’OAR’®AR®

2
bivectores AR® soma directa (graduada)

3
trivectores AR?

basede C/; — B={le,e, €€y, €, 8, €,}

1
11 _ .
dim(C/,)=1+3+3+1=2"=8
1 21
1331
l {el’ e2’ e3} {e23’ e3l7 elZ} elZ3
0 0 7 7

escalares  vectores bivectores  pseudoescalares

Definicdo: Da-se 0o nome de multivector a um elemento genérico u da éalgebra. E habitual
chamar pseudoescalar a qualquer multivector homogéneo da algebra com o maior grau

possivel (grau 3, na algebra geométrica do espaco em que cada pseudoescalar € um trivector).

0
ac/\R*=R

1
ac/\R®=TR?
< , - |u=a + a + F +V e€C/l;| « multivector
FeAR*=R*AR® W (W) (), (u).

- <u>o <u>1 <u>2 <u>3

3

Ve AR =R}*AR*AR?

Notacdo: Representa-se por (u}k a projecgédo de u em relacdo ao grau k (i.e., a dimensdo do

k
subespago /\RR*). Uma lamina-k da &lgebra C¢ é um elemento u, tal que u, =(u, ), , onde
<uk>k ¢ um elemento homogeéneo de grau k e resulta do produto exterior de um (ou mais)

vectores.
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a=-Fey,,

€653 =6 (eleZ ea) = (elel)(eze3) = ef €,3= €53

€53€123 :(ezes)(elezes) =€ (ezes )2 :ele§3 =-€ |_‘ /
~ |ae,s=F & ‘j
h Fe,=-2a i

Dualidade: Dado um multivector genérico ueC/, define-se o correspondente dual de
Clifford como sendo o novo multivector v=ue,,, € C/, tal que
u=a+a+be,+pe,, > v=ue,,=—f-b+ae,+ae,,.

Assim, em particular: (i) o dual de um escalar (resp., pseudoescalar) é um pseudoescalar

(resp., escalar); (ii) o dual de um vector (resp., bivector) € um bivector (resp., vector).

Estas consideracBes sobre dualidade permitem, desde ja, estabelecer de que forma é que o

conhecido produto externo de Gibbs se relaciona com a algebra geométrica C/,. Apenas em

R® é que o dual de um vector (resp., bivector) é um bivector (resp., vector): sé em R® é que é

possivel definir produto externo — ao contrario do produto exterior de Grassmann.
A c=axb=-Fe,,

F=aab=ce,,

A b

el e2 e3 e23 e31 elZ
— c=axb=|a a, a|=-|a a, a |e,;=—(anb)ey
b, b, b b, b, b

anb=(axb)e,, < axb=-(aab)e,,

produto externo
de Gibbs
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Comentario sobre a estrutura algébrica: A algebra C/, compreende varias estruturas

algébricas dentro de si. Define-se a parte par C/; (resp., parte impar C/;) como sendo
composta pelos elementos de C/, que resultam do produto geometrico de um numero par
(resp., impar) de vectores de R®. Assim

C/; _ROAR’

C/, :R3®/3\R3.
Apenas a parte par C/, constitui uma subalgebra: a parte impar C/, ndo é fechada em

relacdo ao produto geométrico. Define-se o centro de uma algebra como o conjunto dos seus
elementos que comutam com todos os elementos da algebra. Apresenta-se, sem

demonstracdo, a seguinte proposi¢do: as unicas subalgebras de C/, sdo o seu centro,

Cen(C/;), e asua parte par C/;. Tem-se

3
Cen(Cl;)=R®AR®,
A parte par C/; é isomorfa ao anel de divisdo H dos quaternides de Hamilton (Apéndice B)

enquanto que o seu centro Cen(C/,) é isomorfo ao corpo dos complexos.

Cen(Ct,)=C
Cry=H

Nota importante: Enquanto que o produto externo de Gibbs depende da métrica, o produto

exterior de Grassmann nao depende de qualquer métrica. O produto exterior é associatico; 0

produto externo nédo é associativo

nao associatividade

do produto externo — (axb)xc-ax(bxc)=bx(cxa)

e observa a identidade de Jacobi (a &lgebra de Gibbs constitui uma algebra de Lie)
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
bx(Cxa):(a-b)C—(b-C)a = a><(b><c)+b><(c><a)+c><(a><b):O.
cx(axb)=(b-c)a—(a-c)b

Sobre o produto externo (de Gibbs) veja-se o Apéndice C.
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TABELA MULTIPLICATIVA DE C/,

/ € €, €, €1 €23 a1 €123
€ 1 €1 €a1 €, €123 —€; €23
€, €1 1 €23 —€ €3 €123 €1
€, € €23 1 €123 —€, € €
€1 -, € €123 -1 €a €23 —€;
€23 €123 —€; €, €a -1 €1 —&
€a €3 €123 —€ €23 €1 -1 -,
€123 €23 € € —€; —& —€, -1

Exemplo: Calculemos o quadrado do multivector u=a+be,,;, com a,beR*. Vem

u?=(a+be,,) =(a+be,,)(a+be,,)

=a’—-b*+(ab+ba)e,, =a’-b*+2(a-b)e,,.

Grau maximo: Facilmente se demonstra que ndo existem laminas-4 em C/,. Ou seja, dados

quatro vectores a, b, ¢, d € R® tem-se necessariamente aabacad=0. De facto, em R? s6
trés vectores é que podem ser linearmente independentes. Isto significa que, e.g., 0 vector d €
necessariamente uma combinacdo linear dos outros trés (que, por hipotese, constituem uma
base de R?)

a,f,yreR — d=aa+pb+yc.
Mas entéo, vem efectivamente

arbacad=asbaca(aa+pBb+yc)
=arbaca(aa)+anbaca(Bb)+arbaca(yc)
=0.

O grau maximo de uma lamina de C/, é, portanto, o grau 3.
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1.3 Rotores e contracgdes

Na algebra geométrica existem operadores, chamados rotores, que desempenham um papel
muito atil enquanto geradores de rotacGes (de rotacOes espaciais «stricto sensu», no caso de

C/,, ou de rotacOes espaciais e de transformagdes de Lorentz activas ou «boosts», no caso de

C/,,). Concentremos, de momento, a atencao sobre os rotores em C/,.

Definicdo: Sejam n,m e R® dois vectores unitarios, i.e., tais que n> =m? =1. Define-se um

rotor como sendo o produto geométrico R=nm.

Note-se que, da definicéo, resulta que

RR=(nm)(mn)=n’m’=1 = |RR=1]|.

Da definigéo resulta, ainda, que o multivector Re C/, é tal que R=(R), +(R),, tendo-se

(R}O =Nn-m=coséd
<R>2 —nAm=Bsing

~ 2 ~
onde Be/AR® é um bivector unitario, i.e., B*=-1. Logo, infere-se a seguinte versio da

férmula de Euler

formula de Eulerem C/, — cos(9+l§sin6?=exp(6?l§)

rotoremC/, — R:nm:exp(eé).

Nota: Para demonstrar a fomula de Euler em C/, basta ter em consideragdo que

B’=-1 = B*=(-1) = B*"'=(-1)'B.

—cos@+Bsing.
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Problema: Suponhamos que conhecemos os vectores (u, v) que definem o rotor R®=vu,
com u® =v* =1, tal que

vu=v~u+VAu:cos¢9+l§sin¢9:exp(¢9é),
e se pretende calcular o rotor R=nm, i.e., a sua raiz quadrada. Como RR=1, tem-se
R®+1=(R+R)R.Porém, R+R=2(R) R, pelo que

:1+R2:1+vu . I§:1+uv
2(R), 2(R), 2(R),

Logo

@, 95
e o

Duas operagdes importantes da algebra geométrica séo a contracdo a esquerda e a contrac¢do
a direita. Comecemos por introduzir a contraccdo a esquerda. Analisemos, entdo, qual a

natureza do produto geométrico de um vector a por um bivector B=b Ac.
u=aB=a(bac)eC/,
Vem sucessivamente
a(bAc):ia(bc—cb)zi(ab)c—l(ac)b
2 2 2
1 1
==|2(a-b)-balc-=|2(a-c)-calb
~[2(a-b)-bale-Z[2(a-c)-ca]
:(a-b)c—(a-c)b—%(bac—cab).

Mas, por outro lado,
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~(bac-cab)=b(ac)-c(ab)
~b[2(a-c)-ca]-2c[2(a-b)-ba]
~(a-)b—(a-b)c~(bea-cba)
~(a-c)b—(a-b)c->(be—cb)a
~(a-c)b—(a-b)c—(bAc)a

pelo que, apds substituir esta Ultima expressao no resultado precedente, vem
a(bac)=(a-b)c—(a-c)b-[(a-c)b—(a-b)c—(bac)a]

a(bac)-(bac)a=2(a-b)c-2(a-c)b.

conclusdio — |aB-Ba=2(a-b)c-2(a-c)beR?®|.

Define-se, entdo, a contrac¢do a esquerda

contraccdo a esquerda — |auB= %(aB -Ba)|.

Desta definicédo resulta imediatamente

regra fundamental da

b = b — . b .
contracgéo a esquerda ~ [ad(brc)=(a-bje-(a-c)

Nota: Esta é a regra dual da conhecida regra bac-cab da algebra vectorial de Gibbs:

ax(bxc)=b(a-c)-c(a-b).

A operacdo a_B faz com que o grau 2 do bivector B se reduza ao grau 1 do vector a.

Analogamente define-se uma contraccéo a direita

contraccdo a direita — |BLa :%(Ba—aB)

anti-simetria entre a contraccao
a esquerda e a contrac¢do a direita

— |auB=-BLa|.

Consideremos a seguinte decomposi¢do em partes par e impar:
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produto geométrico de

) - u=aB=1(aB—Ba)+£(aB+Ba).
um vector com um bivector 2 2

parte impar ~ parte par
O produto geométrico de um vector a por um bivector B é, em geral, a soma (graduada) de
um vector com um trivector. Para entender esta afirmacdo basta considerar a decomposicao

a=a,+a, emque a se encontra no plano definido por B . Entdo, considerando um vector b
perpendicular a a, (a|| -b:O) e também localizado em B, tal que B=a Ab=a b, vem
a,B=a’b que é um vector. Mas, por outro lado, a, B=a, (a” /\b) =a,ab € o produto de

trés vectores ortogonais entre si e, consequentemente, € um trivector. Ou seja,
_ A2
aB=(a +a, )B=a’b+a, na b

é efectivamente a soma de um vector com um trivector (ver figura anexa).

B =3, b= a, Ab

u:aB:%(aB—Ba)+%(aB+Ba)eR3@/3\R3

vector trivector

%(aB—Ba):a_lBeR3

1 aB+Ba :a/\Be/s\]R3
2

simetria do produto exterior
de um vector com um bivector

— |anB=BAaa

produto geométrico de aB=a_B+anB
um vector por um bivector Ba=BLa+BAaa

Verifica-se, deste modo, que se tem:
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an

an(bey)= %[a(b €,;)+(beyy;)a]

~[(ab)ess +(ba)es:]

an(bey, )=

(a-b)e,

:%(ab+ba)e123

an[(bac)ey, | :%[a(b nC)e,; —(bac)ae,,
- %[a(b rc)—(bac)ale,,

=[aa(bac) ey,

an[(bac)e, |=[(a-b)c—(a-c)b]e,,

(brc)=Z[a(bac)+(bAc)a]
:%[a(bc—b-c)Jr(b-c—cb)a]

=%(abc—cba)

anbac= (aAbAC+bACAa+CAaAb)

Wl Wk

1
N |+

a/\b/\c:%(abc—cba)

aAb/\c:%(abc+bca+cab—cba—acb—bac)

(abc—cba)+%(bca—acb)+%(cab—bac)}

27

Clarifiquemos a interpretacdo geométrica associada as duas contrac¢des. Notemos, para esse

efeito, que

a=a(BB')=(aB)B*=(auB)B*+(anB)B™
aq, a,
B=[B[B a =(aiB)B"=—(aJB)B
- =
Bl ﬁA a, =(anB)B*=-(arB)B
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Na figura anexa mostra-se a decomposicao do vector a € R* em duas componentes:

e Uma componente a, contida no bivector B;
e Uma componente a, perpendicular ao bivector B .
Note-se que o vector b la, € a contraccdo a esquerda a_B=a B sendo, portanto,

diametralmente oposto a contracgdo a direita BLa=-a,B.

b:a_lB:aHB

Nota importante: Quando a=a, (i.e., 0 vector a é perpendicular a B) vem a_B=0.

Quando a=a, (i.e., 0 vector a encontra-se no plano definido por B) vem aAB=0.

@, 95
e o

A accdo geométrica de um rotor sobre um dado vector € ilustrada na figura anexa da pagina

seguinte. Tem-se

—=<«<(n,m)| —> R:nm:n-m+nAm:cos(§J—l§sin[§)

aa =RaR, R:exp(—égj




Licdo de Sintese

29

que corresponde a uma rotagdo do vector ae C/, de um angulo @ no plano do bivector

unitario B (i.e., com B? =—1) e tal que

no sentido ditado pela orientacdo deste bivector (i.e., de m para n).

B= m?=n?=1,

Nota: Como B*=B/B?=-B, vem

A~

a :(a_l B)I%‘1 :—(a_l I§)I§, a, :(a/\ B)I%‘1 :—(a/\B)B.

Mas entédo

Daqui se infere que

onde, efectivamente,
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Divisores de zero e paravectores: Na algebra C/, existem divisores de zero, i.e.,

multivectores p,qeC/, tais que pgq=0 mas onde p=0 e q=0. Com efeito, basta

considerar q=P (P é o conjugado de Clifford de p) com (neR® é um vector unitario, com

n*=1)
p:£(1+n)
divisores de zero — i = |pp=pp=0].
p=-(1-n)

Os paravectores (chama-se paravector ao multivector que resulta da soma de um escalar com

um vector) considerados sdo idempotentes, i.e., tem-se p°=p e p>=p. Note-se que

p+p=1e p-—p=n.Além disso, introduzindo o bivector unitario B= ne,,, ortogonal a n
(i.e.,com n_ B=0 pelo que n B= én), vem
(p+PB) =p*~p*+ppB-PpB=p-p=n
0 que mostra que um vector pode ter raizes quadradas. Logo
B2=-1 = B*=(-1) = B*'=(-1)'B
exp[ﬁ(é —em)} = exp(;r ﬁé) =1+p i (—1)k Gl +p
2 = (2k)! =

=1+ p|[cos(7)-1]+ pBsin(z)=1-2p

>
s
|
[N
N—"
=~
—~
N
~
+
[ RN
N—"

exp[%(n —1)e123} =n

0 que mostra que se pode, também, calcular o logaritmo de um vector.

Definicdes gerais:

uv= —[U A(Ve123)]e123

ULV =—[(uey)Av]ey

definicOes gerais

~ u,veClr,
das contracgdes em C/,

aecR® au=a_u+aau

ueC/,

ua=uLa+uaa
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)
((‘ 2. Algebra Geométrica do Espago:

%’Q Meios Anisotropicos
L=

Como uma aplicacdo da algebra geométrica do espago, C/,, vai-se agora analisar a

propagacdo de ondas electromagnéticas em meios anisotrépicos.

2.1 Equacao de Maxwell-Boffi

Comeca-se por mostrar como as quatro equacdes de Maxwell-Boffi se reduzem a uma unica
equacdo em C/,. Consideremos, entdo, as quatro equacdes de Maxwell-Boffi (assim
designadas por nelas figurarem apenas os campos E e B, sem qualquer referéncia aos

campos D e H).

operador nabla — |V =e, 6i +e, ai +e, ai
X X, X3

intensidade do campo eléctrico — EeR®
intensidade do campo magnético — BeR®

polarizaggo  — PeR®
magnetizagio — MeR?®

0,=-V-P
_ 0P densidade total de carga eléctrica — o, =0+, €R
ot densidade total de corrente - J,=J+J,+J eR’
J,=VxM

excitacédo electrica — D=g/E+P

N . 1
EXCItaQaO magnetlca - H=—B-M
Ho
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Nota: Enquanto que os vectores (E, B) séo grandezas intensivas (descrevem a intensidade do

campo electromagnético), os vectores (D,H) sdo grandezas extensivas (descrevem a

quantidade de excitacdo de um determinado meio material).

velocidade da luz 1 integracédo da optica
] — |c= «— _
no Vacuo e no electromagnetismo

Equacoes de Maxwell-Boffi

< equacdo de Maxwell-Faraday — VxE= _oB
conservagao do fluxo ot
” —
magnetico lei de Gauss magnética — V-B=0
1 0E

_ equacdo de Maxwell-Ampere — VxB=J +——
conservacao da c” ot

carga-corrente

lei de Gauss 5 V.E=2
&

No ambito da algebra C/, ha que proceder, na escrita anterior, as seguintes

substituices:

VAE=(VxE)ey,
V_(Bey,)=—VxB '

Obtém-se, entdo, as equagdes de Maxwell-Boffi em C/, (os numeros do lado esquerdo de

cada equacéo indicam os graus das respectivas equacoes):

1
MC=—
. A . / _ ,Llo gO
impedancia do vacuo — 7,=[— —
& @—,u
— 0
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equacdes de Maxwell-Boffi

em C/,

Fazendo, entdo, uma soma graduada destas quatro equacdes, obtém-se:

equacdo de Maxwell-Boffi

em C/,

V(1E+Be123
c

10 1
—+V ||—-E+Be
(c ot j(c 1

VE=V-E+VAE

V(Beys)=Vi(Bey,)+VAa(Bey).

j:%vav(sem)

33

No caso das equacdes de Maxwell propriamente ditas, em que aparecem ndo sO as

intensidades (E, B) mas também as excitagdes (D, H), vem entéo:

Equacoes de Maxwell

equacgdo de Maxwell-Faraday — %(Bem) +VAE=0

lei de Gauss magnética

— V-B=0

equacdo de Maxwell-Ampére — ob +V_ (H em) ==

ei de Gauss

— V:.-D=p
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Naturalmente que, neste caso, ha que suplementar as equacdes de Maxwell com as relagdes
constitutivas dos meios materiais em estudo.
Consideremos, agora, o caso especifico de regides sem fontes
. 0=0
regides sem fontes do campo — { J-0

e campos com uma variagédo da forma

ondas planas e E(r,t)=R{E,(r)exp(-iot)}
monocromaticas E,(r)=Egexp[i(k-r)]

Nestas condicdes as equacdes de Maxwell reduzem-se a forma algébrica simples:

kAE,=w(Byey) |k-Dy=0
k AH, =—(Dyeys) |k-By=0

Notacdo: Doravante, por uma questdo de simplificacdo da escrita das equacGes, omite-se 0

indice zero nas anteriores equac0es (validas, apenas, para ondas planas e monocromaticas).

Expressdes uteis: Apresentam-se, a seguir, algumas relacdes uteis envolvendo o operador

nablaem C/,:

Vaa=(Vxa)ey,,
an(Vab)=[a-(Vxb)]ey,,
aJ(Vab)=-ax(Vxb)
Vxa=—(VAa)e,=—V_(aey)
VA(aey,)=(V-a)e,
Va=V-a+Vaa=V-a+(Vxa)e,,
Vi(Vaa)=-Vx(Vxa)=V?a-V(V-a)
V(aey,)=Va(aey,)+Va(aey,)=(Va)e, =(V-a)e, -Vxa
V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a-ai(Vab)-bi(VAaa)
V/\(a/\b):[v-(axb)]e123 =ba(Vaa)-an(Vab)
Vi(aab)=-Vx(axb)=(V-a)b—-(V-b)a+(a-V)b—(b-V)a.
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2.2 Definicdo geometrica de anisotropia
Introduz-se, agora, 0 conceito de meio anisotropico de uma forma geométrica utilizando a

algebra C/,. Na literatura € habitual recorrer ao calculo tensorial (ou diadico) para a

descricdo da anisotropia. Apenas no fim desta discussdo se fara a ponte com a habitual
formulacdo tensorial classica. De forma a manter a discussdo ao nivel mais simples, apenas se
ird considerar aqui 0 caso da anisotropia eléctrica. Mais precisamente: consideram-se cristais

ndo-magnéticos sem perdas.

Nota: Pelas relagbes de Kramers-Kronig — consequéncia do principio da causalidade —, as
perdas de um meio material estdo associadas a sua dispersao temporal. Desprezando as perdas
despreza-se, consequentemente, a dispersdo. Tal aproximagdo é razodvel — caso ndo
estejamos a trabalhar com um metamaterial com parametros negativos. Além disso, ndo se
pode considerar uma banda de frequéncias de trabalho muito grande, i.e., incompativel com

este tipo de aproximacao.

Como os meios a estudar sdo ndo-magnéticos, tem-se M =0 e, consequentemente,

meio ndo-magnéetico — [B=y,H

tal como no vacuo. Ja a relacdo entre D e E serd determinada pela anisotropia, i.e., pelo
facto das caracteristicas do meio dependerem da direccdo considerada. Em tudo o que se
segue considera-se que 0 meio em estudo € ilimitado, linear e sem perdas. Quando o meio €

isotropico simples serd D || E ; num meio anisotrépico ndo se verifica esse paralelismo.

Nota: Quando aqui se afirma que o meio é isotropico simples, pretende-se dizer que néo
existe acoplamento magnetoeléctrico. Por exemplo: nos meios quirais (ou opticamente
activos) a isotropia coexiste com a propagacdo de ondas caracteristicas (ou isonormais) de
polarizacdo circular (meios com birrefringéncia circular). Ao restringir-se, aqui, a isotropia ao
caso isotropico simples considera-se que a polarizacdo das ondas caracteristicas € linear.
Assim, de facto, num meio isotropico simples (que ndo seja um metamaterial) a isotropia

significa que D|| E. Note-se que, num metamaterial DNG (duplamente negativo), D pode ser

diametralmente oposto a E (quando se desprezam as perdas).
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Tratando-se de analisar a existéncia de um angulo entre os vectores E e D, surge

naturalmente a ideia de utilizar a algebra geométrica e considerar a situa¢do da figura anexa.

F=EAD
t ~
/_‘ — sat=Fsiné
S
E:|E|S = F=EAD +E||A: = |’i Sr <§Lt Dll:S'D:|D|C?SQ
D=|D|t sing D, =r-D=|D|sing

D=ge(s) = |&=s€(s)=|e(s)|cosd | < D, =¢g¢]E]|

Quando se aplica um campo eléctrico E =|E|s na direccdo caracterizada pelo vector
unitario s, o meio responde com um vector excitacdo eléctrica (ou deslocamento eléctrico)

D=|D|t tal que s-t=coséd e sat=Fsing.

Defini¢cdo: Um meio é anisotropico quando o angulo 6 varia com a direccdo s do campo

eléctrico aplicado.

Na algebra C/, escreve-se (os vectores r,s, t € R® sdo unitarios, i.e., r* =s* =t* =1)

bivector — F=E/\D:|E||D|S/\t:|3cysin6? « |o=|E||D|

ED:E-D+E/\D=ast:a(s~t+s/\t):a(cosH+|Esin9).

Esta Gltima expressdo pode ser escrita, de forma sintética, como

F=sr=sAar

{G=|EHD| - ED:aexp(HlE)

jaque
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formula de Euler

— exp(@ﬁ):cose+ Fsing.
em C/,

O produto geométrico u:ED:aexp(HIE) caracteriza 0 meio. SO quando o meio for

isotropico simples é que, qualquer que seja a direc¢édo s,

meio isotropico — |[ED=DE < E|D < EAD=0 < ED=E-D].

Introduz-se, entdo, a constante dieléctrica (ou permitividade) relativa ¢, segundo a direc¢éo

S.

permitividade (relativa)

o - | & =s-€(s)].
segundo a direc¢do s

Notacdo: Usa-se uma fonte de letra sem serifa («arial») para designar uma funcéo linear que

aplica vectores em vectores, i.e.,

relagdo constitutiva
do meio anisotrépico

funcéo

> |eRP>R:E-D=ge(s)| « | ., . |
dieléctrica

Num meio anisotropico a cada direc¢éo s do espago corresponde um escalar &, = s-a(s) .Um
meio isotropico € o caso particular em que &, = s-s(s) € uma contante & que ndo depende da
direccdo s. Nos meios com indice de refraccdo negativo é & <0: o angulo 6 =<«(D, E) é

superior a /2. O caso limite ndo-trivial em que ¢, =0 corresponde a ter-se 6 =7/2.

Nota: Rigorosamente falando ndo é possivel definir um meio com um indice de refraccao

neR negativo. E costume dizer que, quando D=g,¢E e B = y,uH (num meio isotropico,
portanto) e £ <0 e u<0 (i.e., 0 meio é um metamaterial DNG ou duplamente negativo), se

tem n=—/eu <0. Na realidade é n=+./¢u, com /eu >0. Sabemos, contudo, que se

deve escolher a raiz negativa n=—./&u por consideragdes no plano complexo e, apenas por

passagem ao limite (em que se faz tender as perdas para zero), afirmar que a solucao
fisicamente aceitavel tem de ser n<0. Com efeito, pelas relagdes de Kramers-Kronig, as
perdas estdo associadas a dispersdo temporal: um meio DNG tem de ser o caso limite de um

meio com ¢, 1 € C . Basta pensar que os valores médios das energias eléctrica e magnética
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(W, >:%505(E-E*)

e

(W, )= tosa(H-H')

sO fazem sentido se se tiver £ >0 e x>0. N&o faz sentido dizer que se tem uma energia

electromagnética média negativa. E claro que, com perdas (e, pela causalidade, com disperséo
temporal) os valores médios das energias eléctrica e magnétiva ndo sdo dados por estas

expressodes, sendo entdo e =¢'+i¢&" e u= ' +iu" complexos, embora com a restricdo de se
ter &" = S{g} >0e u"= S{,u} >0 para que 0 meio Seja passivo — ja que consideramos uma
variagdo temporal da forma exp(-iwt). Mas entdo, ao calcular n=nn,, em que
n, =& +ig" en, =y +iy" &necessario ter também n’ =3{n,} >0 e n; =3{n,}>0.
Assim, por exemplo, se se tiver ¢==-1 deve considerar-se n,=n, =i o que conduz,
efectivamente, a n=i* =—1 desde que se considere que ¢">0 e x">0 (mesmo se como
valores residuais) e, portanto, para efeitos praticos, e ¢'=-1 e u= u'=-1. De facto,
n=(n"+i n”)2 :(n')2 —(n")2 +2in'n”
=su=(e'+ie")(p+iu")=('u' —&"u")+i(e'u"+&" ')

0 que mostra que deve ser sempre

2 n’ nﬂzglull_i_gﬂﬂl )

Assim, a imposicdo ¢">0, x">0 e n">0 (meio passivo) implica que, como & <0 e
1 <0 (meio DNG), seja &'u"+&"u' <0 e, logo necessariamente, n"<0 (meio com um

indice de refraccéo negativo).

Para clarificar estes conceitos apresenta-se um exemplo. Admitamos que o operador
linear £:R®—R® tem trés valores proprios reais e distintos ¢, >¢, >¢, (sem perda de
generalidade). Facamos, para conveniéncia de calculo posterior,

g,=a+2Byl g,—&=2f
Vi+yi=1l - |g=a — |lg—&,=-2By.
81205—2,3}/12 53_32:2ﬂ7§
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Seja B:{el,ez, e3} uma base ortonormada de R® constituida pelos vectores proprios do
operador considerado, i.e., tais que

eixoX, — €(e)=ge Xy

eixoX, — €(e,)=¢ge,.

eixoX; — €(e;) =68,
Definindo (ver figura anexa)

d, =716 17365
d, ==716, T 7586

> X

em que y, =sin(¢/2) e y,=cos(¢/2), é

possivel escrever o operador linear em

termos destes dois vectores unitarios como

acR’ — e(a)=ca+p[(a-d,)d,+(a-d,)d, |=beR’.

Nomenclatura: Um operador linear ¢:R*® — R®, com trés valores proprios reais e positivos

distintos, pode ser escrito em termos de dois vectores unitarios d;, e d, ndo paralelos. Por

essa razdo diz-se que se trata de um operador biaxial.

Demonstracdo: De acordo com a figura, tem-se

. -2
d,-d, =COS¢=C052£—SII‘12£:7§ —y? e R
2 2 &—&
Assim, vem
1(1+Cos¢):m, l(l_co5¢):ﬂ.
2 &—¢& 2 & —&

Como se admite que ¢, >¢,>¢,,€ &—-¢&,>0, &,—& >0 e g,—¢ >0. Alem disso, como

cosg: /1+cos¢' singz 1-cos¢
2 2 2 2

infere-se ainda que

Porém,

a=ae +a,e,+a,e, — £(a)=¢gae +£,8,e,+5a8,
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e(@)=ga+(g—¢,)ae +(&—¢)ae,.

Ha agora que escrever a,e, e a,e, exclusivamente em termos de a, d, e d,. Assim, tem-se

pelo que
e(a)=ca+ {[a d,)(d; +d,) [a'(dl_dz)](dl_dz)}
a=g,

- |e(a)=aa+p[(a-d,)d,+(a-d,)d, | |.

Operador_uniaxial: Um caso particular corresponde a ter-se & =¢,. Facamos, neste caso

particular, ¢, =¢, =&, € & =¢,. Mas entao

dl-dzzcos(é:m:l = ¢=0 = d,=d,=c

8” —&

e(a)=¢ a+(g—¢ )(c-a)c|.

Diz-se, entdo, que se trata de um operador uniaxial uma vez que os dois eixos se reduzem a

um unico eixo c¢. Note-se que este caso poderia deduzir-se simplesmente da seguinte forma:

e(a)=¢,(a-a,c)+5a,c=¢a+(g-¢ )ac=¢a+(g -2 )(ac)c.

Operador isotropico: Um caso particular do caso uniaxial corresponde a ter-se &

=€ =6

Logo €(a)=¢; a. Trata-se, entdo, de um operador isotrépico uma vez que todas as direc¢Oes

do espaco R® sdo equivalentes.
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Em sintese, podemos escrever:

meio biaxial ~ — €(E)=aE+p[(E-d,)d,+(E-d,)d, |

laca tituti
relacao constitutiva = | meio uniaxial L s(E)szEJr(g” _gL)(c.E)c

D=¢,(E)

meio isotropico > €(E)=¢E

Os vectores unitarios (d,, d,) caracterizam o meio biaxial; o vector unitario ¢ caracteriza o

meio uniaxial. Num meio isotropico ndo é possivel discriminar qualquer direccdo

d = [278¢ 4 [B7%
caso biaxial a=é "\ e-g P\ e-g

E3>8,> &

preferencial.

A anterior caracterizagdo de (d,,d,) refere-se a base B={e,,e,,e,} constituida pelos eixos

dieléctricos principais, i.e., ao referencial constituido pelos vectores proprios do operador

biaxial. No caso uniaxial o valor proprio (ndo degenerado) ¢, corresponde ao vector proprio

c (eixo do cristal) enquanto que o valor proprio (duplamente degenerado) &, corresponde

aos outros dois vectores proprios que definem o plano ortogonal ao eixo ¢ do cristal.
Esta nova forma de descrever a anisotropia através da algebra geométrica permite
tratar, de forma mais directa, a fisica e a geometria envolvidas. Porém, facilmente se recupera,

a partir desta nova metodologia, a terminologia tensorial classica. Com efeito, uma vez
definida a funcdo dieléctrica £:R®— R®, é possivel recuperar o correspondente tensor

dieléctrico desde que se adopte uma determinada base B:{el, e,, e3} do espaco R* (que

ndo tem de ser, necessariamente, constituida pelos eixos dieléctricos principais).

como recuperar o tensor dieléctrico

N o =p..g(e «— j,keil 23
a partir da fungdo dieléctrica 2 =€;-¢(&) jiket j
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A
X,
A
€;
C
:
1
1
e,
—
1
| X,
1
1
1
1
¢
X,
Neste exemplo, vem entéo:
tensor &y & &
o > g=|l¢,. &, €
dieléctrico a e s
€31 &3 &y

Carlos R. Paiva

Vejamos um exemplo para ilustrar este
processo. Consideremos um cristal uniaxial
cujo eixo optico seja dado, num
determinado referencial, por
e(a)=s,a+(g,—¢,)(c-a)c

com

C=Ce +C,e, +C,e,
c, =sin®cos ®
C, =sin®sin®d
C; =C0S®

&y =, +(g,—&, )sin’ ©cos” @

£y =8, +(8” —gL)Sin2 @sin® @

£ =¢,5IN°O+¢ C0S* O

Ep =&y = (g” —gl)sin2 @sin @ cos ®

&5 = =(£,— £, )SINOCOsOCOSD

Epg =Egp = (gH —gL)sin(@cos@sin(I)

Por outro lado, se se considerar que c=¢, e  =<(D, E), vem:

S=5 +5,8,+5,e,
s, =sin®cos ®
s, =sin@®sin ®
S, =C0s®

sin® ® + x cos? ©

C0S 0 =——
Jsin? @+ k% cos? ©

g,=s-€(s)=¢,[1+(x—1)cos’ O |

6 =cos* 2‘/;

mex 1+x
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2.3 Propagacao de ondas electromagnéticas num meio anisotropico
Para ilustrar de que forma é que a algebra C/, permite analisar a propagacédo de ondas

electromagnéticas num meio anisotropico, apresenta-se agora o0 exemplo concreto dos cristais

ndo-magnéticos uniaxiais. Neste caso, como se viu atras, tem-se

meio uniaxial — €(E)=¢, E+(g,—¢,)(c-E)c.

Notacdo: Num cristal uniaxial é costume fazer a identificacdo &, =n; e ¢ =nZ. O cristal

uniaxial diz-se positivo quando ¢, > &, e negativo quando ¢, <&, .

Supondo que (k, é a constante de propagagdo no vacuo, k o vector unitario que caracteriza o

vector k da constante de propagacdo, n o indice de refraccdo efectivo da onda e n o vector

indice de refracgéo efectivo)

=N ik r-ot)]=exp[ik (n-7—ct)]

k=— —
n=nk

E(r.t)=R{E exp[ik,(n-r—ct)]}
as equacdes de Maxwell (para regides sem fontes) permitem escrever, tal como se viu atras (e
eliminando os indices zero para simplificar a escrita),

NnAE=cBe,,, n-D=0
nAH=-cDe,, n-H=0

A equacdo n-H =0 mostra, desde ja, que todas as ondas sdo TM.

Definicéo: A relagéo constitutiva D = &€ (E) € equivalente a escrever

relagdo constitutiva — |E= ir](D)
2

onde se introduziu a fungéo inversa (sempre que esta existir)

-1

n=¢

Logo, como B = y,H, vem sucessivamente
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nJ(nAE)=n’E-(n-E)n=n’E,
1
NJ(Bey)=(NAB)e, = (NAH)e, ZﬂoCDZEﬁ(E)

donde se infere que

n‘E, =¢(E) = E=n’n(E))

E,=E-E, = |E=n’n(E,)-E.|

Esta Gltima equagdo mostra como E, se obtém exclusivamente em termos de E, desde que

n seja conhecido.

Nomenclatura: Definiu-se a componente paralela do campo eléctrico como sendo a respectiva
componente segundo k , i.e., tal que k-E, =0.

1
2

1
E,=—(nE) = E=

- - (n-E)n = n’E, =n’(E-E,)=n’E—-(n-E)n

A equacéo das ondas

equacdo dasondas — |kAE =0

resulta entdo, de forma imediata, da propria definicdo de E, . Vem entdo
KAE, :nz[k/\r](El)]—k/\Ei =0.

Notando que

1
ao—m=n—§ N(E,)=aE, +5(cE,)c
=
1 1 % - . K
fo=—, = KAN(E,)=ay(KAE, )+ fy(c-E, ) (kAc)

no caso dum cristal uniaxial, obtém-se finalmente

equacéo das ondas num 5 = ; = B
ristal uniaxial — | (an —1)(k/\EL)+,BOn (c-El)(k/\c)_O .

Por contraccdo com k Ac, obtém-se entdo as duas ondas caracteristicas (ou isonormais)

[(1—aon2)+ﬂ0n2(lzx\c)z} (iEi) =0.

onda_
ordinéria

onda extraordinéria
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Nota: Em geral é
(aab)i(cad)=(a-d)(b-c)-(a-c)(b-d).
Assim, vem efectivamente
(IQ/\C)J(IQAEl)z(lz.El)(lz-c)—c'EL =-c-E, .
Tem-se, ainda, o caso particular

(R/\C)J(RAC):(k/\c)Z.

A onda ordinaria resulta da solu¢do c-E, =0. Com efeito, substituindo esta solu¢édo na
equacdo das ondas, obtém-se

(aonz—ZL)(R £l) & - ogn % 0

ondaordinaria — |[n“=—=n

A onda extraordinaria corresponde, por outro lado, a ter-se

1 ~ 2
ano—ﬂo(k/\c)
k-c=cosg 1 - 1 cos’d sin’o
- =0, +fsin°0 = |—== +
~ 2 . 2 nz nz nz
(k/\c) =-sin’ @ o e
A 2 A 2
o 1 (k c) (k/\c)
onda extraordinaria — | == - .
n n: n:

Comentario: De E, =E-E, :E—(R-E)R, obtém-se c-E, :c-E—(R‘E)(c-R). No caso da

propagacdo ao longo do eixo oOptico (i.e., quando R:c), vem entdo c-E, =c-E-c-E=0
que corresponde a solucdo geral da onda ordinéria. Infere-se portanto que, no caso da onda

extraordindria, a respectiva solucdo coincide com a da onda ordinaria para k =c. Ou seja:
num cristal uniaxial existe um eixo optico ¢ tal que, para propagacao paralela a esse eixo, as

duas solugdes (onda ordinaria e onda extraordinaria) ttm a mesma constante de propagacao

k =n k,k . Esta é tambem a concluséo que se tira da equacdo geral da onda extraordinaria.
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X3
& >¢€,
onda c

dinari

ordainaria ke
///”’_,.Jﬁqi;;;F’-. s

N

7

&M X1

onda
extraordinaria
&, K,

onda gl=Ell
extraordinaria

/

onda ordinaria
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2.4 Algebra geométrica e algebra linear

A algebra geométrica simplifica e, ao mesmo tempo, ilumina a algebra linear. Em fisica
aplicada e engenharia é costume relacionar a algebra linear com a algebra tensorial. Uma
visdo menos moderna da algebra linear costuma liga-la a uma imprescindivel «ginastica de

indices» para a manipulacdo de tensores. Sobre esta ginastica, veja-se por exemplo:

L Charles W. Misner, Kip S. Thorne, and John Archibald Wheeler, Gravitation. San
Francisco: Freeman, 1973 (Box 3.3: p. 85).

Porém, essa € uma visdo ultrapassada da algebra linear (registe-se, a propdsito, que o
Gravitation foi um livro pioneiro ao fazer a apologia da algebra exterior de Grassmann e das
formas diferenciais no estudo da teoria da relatividade geral). Os matematicos tentam
combater, por vezes sem grande sucesso, essa visdo ultrapassada. A titulo de exemplo cita-se,
aqui, uma dessas tentativas dirigidas a alunos do primeiro ciclo — tratar os operadores lineares
em espacos lineares (ou vectoriais) sem recorrer (ou recorrendo, apenas, 0 minimo

indispensavel) a linguagem matricial:

Sheldon Axler, Linear Algebra Done Right. New York: Springer-Verlag, 2nd ed.,
1997.

Na algebra geométrica é possivel fazer isso da forma mais natural possivel — como se explica

em:

L Chris Doran and Anthony Lasenby, Geometric Algebra for Physicists. Cambridge:
Cambridge University Press, 2005 (Sec.4.4: pp. 103-115)

L David Hestenes and Garret Sobczyk, Clifford Algebra to Geometric Calculus: A
Unified Language for Mathematics and Physics. Dordrecht: Kluwer Academic
Publishers, 1984 (Chapter 3: pp. 63-136)

Para dar um pequeno vislumbre das potencialidades que a algebra geométrica traz a algebra
linear vamos restringir a nossa analise ao caso C/, para ilustrar a nossa apresentacao.

Consideram-se, apenas, exemplos tirados da anisotropia dos cristais ndo-magnéticos. Tal

como se disse anteriormente, em vez de tratar esta anisotropia a partir do tensor dieléctrico
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usa-se a funcéo dieléctrica. Para clarificar esta distincdo consideremos, para fixar ideias, um
cristal uniaxial. Tem-se, com a,ceR® e ¢*=1 (c, recorda-se aqui, € 0 eixo Optico do
cristal),

tensor dieléctrico — &=z 1+(5—¢, )c®c

fungéo dieléctrica — €(a)=¢,a+(g—¢,)(c-a)c

Notacdo: Para designar o tensor dieléctrico usa-se uma fonte em negrito (&) e, para designar a

funcdo dieléctrica, uma fonte nao-serifada (¢€).

Note-se que, ao escrever o tensor dieléctrico, ja se usou uma notacdo diddica independente de
qualquer sistema de coordenadas de forma a tornar a comparagéo entre os dois formalismos
mais equilibrada. Este tipo de tratamento diadico dos tensores (cartesianos) pode ser

consultado, e.g., em:

(L] Hollis C. Chen, Theory of Electromagnetic Waves: A Coordinate-Free Approach.
New York: McGraw-Hill, 1985.

O Ismo V. Lindell, Methods for Electromagnetic Field Analysis. New York: IEEE Press,
1992.

@ 95
e o

Porém, em que ponto € que existe uma real divergéncia no processo de tratamento? A

resposta € a seguinte: na algebra geométrica generaliza-se o conceito de funcéo (ou operador)

linear € :R> > R?

operador linear — |e(da+ub)=1¢e(a)+ue(b)

a toda a algebra (C/,, neste caso) através da sua aplicacéo a qualquer lamina (e, por extenséo,

a qualgquer multivector) usando a seguinte definicdo:

generalizagéo da 2 .
b)= b)e AR?, a,beR’.
funco dielécrica|  S(2AP)=E(@)rE(R)eARY, abe




Licdo de Sintese 49

De forma a ilustrar este conceito, determinemos — no caso uniaxial — o respectivo resultado

desta generalizagdo. Vem sucessivamente (com a,, a, € R®)

E(al/\az)=|:€la1+(€” —gL)(c-al)c]/\[gLaz +(¢, —gL)(c~a2)c]
=&l (a,na,)+e, (g —¢.)(ca,)(a,aC)—¢, (g —¢,)(c-a)(a, AC)
=&l (a,na,)+e (4 —gL){[(al/\az)l_c]/\c}
onde se usou a propriedade
(a,n@,)Lc=—Ccl(a ra,)=(c-a,)a,—(c-a)a,
[(a,ra,)Lc|ac=(c-a,)(a Ac)—(c-a)(a, AC).
Podemos, agora, calcular
e(a, na,nay)=€(a,)re(a,)ne(ay).
Atendendo a que

(a,An@, Ady)LC=C(a, Ad, Ady)

=(c-a,)(a, ra;)—(c-a,)(a, ray)+(c-a;)(a, ~a,)
© [(a,ra, nay)Lc]ac=(c-a)(a,Aa,AC)—(c-a,)(a A8, AC)+(Cay) (8, A8, AC)

obtém-se

e(a na, nay)=c}(a ra, nay)+el (-2, ){[(a ra, nag)Lc]Ac).
Assim, no caso particular em que a, =e,, a, =€, e a, =e,, infere-se que

e(eps) =2} e +21 (5 —gl)[(e123 L c)/\c] .
Porém, com
(eustc)nc=(c-c)ess =eps

resulta, finalmente, que

€ (e123) = ‘Cfﬁ €t ‘Ci (5\\ - gL)6123 = |& (e123) = ‘Cff €€ |-

Qual é a utilidade préatica desta Ultima expressdo? Vejamos.
Em algebra geométrica define-se determinante de um operador linear de uma forma
muito simples e completamente independente da linguagem matricial. Consideremos,

novamente, o caso especifico de C/,.

determinante de um operador

linear em C/, — | £(e) =det(e)ey,
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A figura anexa ilustra graficamente esta definicdo. E claro que esta definicdo se generaliza

para qualquer dimensdo (finita): basta substituir e ,, pelo respectivo pseudoescalar unitario.

Mas entéo, decorre desta definigéo e do resultado anterior que

det(e)=¢l¢, |.

Este resultado talvez ndo seja muito impressivo, uma vez que — no caso biaxial — se tem

e(e, )=t(g,ne,ne;)=¢€(e;)ne(e,)ne(e,)
=£,6,6,(8, A€, ABY) = £,6,6; €,y

= |det(e)=¢2¢,¢,

onde g, ¢, e & sdo os trés valores proprios da funcdo dieléctrica segundo os eixos
dieléctricos principais (os vectores proprios) e,, e, e e, (respectivamente). Logo, no caso

. . , 2
uniaxial, se for &, =¢, = ¢, e ¢, =¢, obtém-se det(e)=¢7¢,.

£(ey,) =det(€)e,,

Talvez o homomorfismo seguinte seja mais impressivo: a demonstracdo de que o

determinante do produto de dois operadores é o produto dos respectivos determinantes.
det(€,€,) €, =€,€, (&,,;) =det(g, )€, (e,3) =det(e, )det(g, )e,,

det(e,€,)=det(e,)det(,)

@, 95
e o

Uma outra definicdo importante é a de funcdo adjunta. Dada uma fungdo € define-se a sua

adjunta € como sendo o operador tal que, quaisquer que sejam a, b € R?,
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a-g(b)=¢(a)-b|.

Naturalmente que, também, é
g(anb)=€(a)rE(b).

Entdo, usando o resultado
(anb)i(cad)=(a-d)(b-c)-(a-c)(b-d)

podemos deduzir que

(a,na,)ue(b, Ab,)=(a,Aa,)a[e(b,)re(b,)]

[al'a(bz)][az ~£(b1)]—
[€(a)) b, ][£(a;,)b, |-

=€(a,na,)d(b, Ab,)

[al 'E(bl)] [aZ 'E(bz)]
[£(a)-b.][E(a,)-b. ]

ou ainda

2
B, = AR?
178N, € ~ [B,ae(B,)=2(B,)JB,|.

B,=Db, Ab, e/z\R3
Em geral pode demonstrar-se que
uveCry — (ug(v)) =(e(u)v),.
Um outro resultado importante é o seguinte

e(a, na,)La=[e(a)re(a,)]La

ou seja

aeR’® = |e(B)La=¢[BLE(a)]|.

2
B=a ra, e AR’
Quando uma funcéo coincide com a sua adjunta diz-se que € auto-adjunta (ou simétrica). E o

caso da funcdo uniaxial que se tem vindo a considerar. De facto, tem-se
a-e(b)=¢(a)-b = €=¢

pois
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: (b):a-[ngJr(g” —gL)(c~b)c] =¢,(a-b)+(g—¢,)(c-b)(a-c)

e(a)-b:[glajt(g” —EL)(C'a)C:I'b=€L(a'b)+(€” —gL)(c~a)(c~b)'

Nota: Num meio anisotropico reciproco, cuja anisotropia é descrita pela sua funcéo dieléctrica

e, ésempre €(a)=¢(a).

@ 9
COROR
. 2
E agora possivel definir a funcio inversa €. Sera, com B e AR?®,

det(e)Be,,, =€(e,;)B=¢[e,, €(B)].

Logo, fazendo a=Be,,, € R®, vem

det(e)aze[elzﬁ(ael‘zlg)} = a:{ Cizg E(ael‘;)}

det(¢)

pelo que se obtém a seguinte definicao:

fungdo inversa — el(a):—ﬁz(ss)E(aem).

Consideremos, como exemplo de aplicacéo, o célculo da inversa da funcéo dieléctrica no caso

de um cristal ndo-magnetico biaxial. Entdo, com ¢, > &, > &, vem
a=g,

. — ¢(a)=ca+p[(a-d,)d,+(a-d,)d, |
ﬂ:E(g?:_gl)

tendo-se ainda

- e'(a)=a,a+B[(ac)c,+(a-c,)c, |

1(1 1
'30_2(53 glj

em que, como se indica na figura anexa,
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&
=5
e
2
%
ro
&

2k—x¢ -1

C,-C,=C080=r1.-1=
k¢ -1

Pode mostrar-se que, num cristal biaxial, os dois eixos dpticos — i.e., as direccdes em que as

duas ondas caracteristicas isonormais tém a mesma constante de propagagdo — sdo 0s vectores

(c,,c,) e néo os vectores (d,, d, ). Para mais pormenores sobre este assunto consulte-se:

Sérgio A. Matos, Marco A. Ribeiro, and Carlos R. Paiva, “Anisotropy without tensors:

a novel approach using geometric algebra,” Optics Express, Vol. 15, No. 23, pp. 15175-
15186, November 2007.
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Comentério: A formulacdo aqui apresentada € generalizavel a outros tipos de anisotropia,
incluindo os casos de anisotropica ndo-reciproca (e.g., magnetoplasmas e ferrites) ou mesmo
de bianisotropia (e.g., meios quirais anisotropicos e meios 6mega). No caso da anisotropia
geral e reciproca (i.e., correspondente a uma anisotropia simultaneamente eléctrica e
magnética em meios reciprocos), a analise leva a uma nova classificacdo em termos dos eixos

Opticos: 0 meio é, simultaneamente, descrito por uma funcdo dieléctrica s(a) e por uma
funcéo permeabilidade magnética u(a) que séo funcdes auto-adjuntas. Tanto €(a) como

H(a) podem, agora, ser biaxiais:
N 1
n.(a)=¢ (a):n2a+§(n3—nl)[(fl-a)f2+(fz-a)fl]

N, (8) =4 (2)= 0,8+ 5(0,~0,)[(9,2)0, +(0. )0,
No entanto, o comportamento global do meio é determinado, no caso geral, pela nova funcéao
§(a)=¢,(&-&)C.(a)+ 1, (1n— 1,)G, (8) =+ B[ (¢, -a)c, +(C, -a)c, ]
emaque {,=C,'=€*(y) eonde

o, :ﬂ2(81_83)+82(/l'11_ﬂ3)

_6=¢6 (= 1) |-
h==7 2,

Os eixos Opticos séo, agora, 0s eixos ¢, e ¢, de ¢(a). O meio sera biaxial, uniaxial ou

(6,—&)¢&,+

pseudo-isotrépico de acordo com os trés coeficientes

ie{,23) - |&=4)

Mais precisamente, 0 meio serd: (i) pseudo-isotropico, quando ¢, = ¢, = ¢, =¢,; (ii) uniaxial,
quando ¢, =¢,=¢, e ¢3=¢; (iii) biaxial, quando ¢, >, >¢,. Aparece, portanto, uma

nova classificagdo — a de um meio pseudo-isotropico que € unirrefractivo (e, portanto, nao-

birrefringente) em que

Bty fs
& & &

meio pseudo-isotropico — ¢, =

No caso pseudo-isotropico, tal como no caso isotrépico, apenas existe uma Unica onda
caracteristica (ou isonormal) mas, ao contrario do caso isotropico, a superficie do vector

constante de propagacédo nao € uma esfera mas um elipsoide de revolucéo.
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) :
((‘ 3. Algebra Geométrica
S do Espaco-Tempo de Minkowski:

D

2 QQ, . Optica Relativista

F=

Ao contrario da algebra vectorial (tridimensional) usual, baseada no produto externo de

Gibbs, a algebra geométrica ndo esta confinada ao espaco R*® nem a métrica euclidiana. Vai-
se agora mostrar como € possivel construir uma algebra geométrica apropriada para trabalhar

no espaco-tempo de Minkowski da relatividade restrita.

3.1 Relatividade euclidiana?

A ideia essencial da relatividade restrita é a de que, apesar das especifidades proprias do
espaco e do tempo enquando entidades fisicas naturalmente distintas, s6 uma
interdependéncia entre espago e tempo — que designaremos por espago-tempo plano de
Minkowski — é apropriada para superar a aparente contradi¢cao entre mecanica newtoniana e

electrodindmica. O espago linear de base para a construcéo da algebra geométrica do espago-
tempo de Minkowski tera de ser, assim, ndo o espaco linear R® mas o espaco linear R*.
Porém, a métrica euclideana ndo € aceitavel para a descricdo do espaco-tempo: a algebra
geométrica C/,, que se baseia numa métrica euclidiana associada a uma base vectorial
B={e,e.e,e,} emque e; =e/ =e; =e; =1, conduz a problemas fisicos inadmissiveis —
como a seguir se demonstra. Designaremos a fisica associada a C¢, como a «relatividade
euclidianax.

Comecemos por considerar a trajectoria (vulgarmente designada por linha de
universo) r(t)=(xt)e,+F(t)eR*, com F(t)=x(t)e, +y(t)e,+z(t)e; R’ no espago-
tempo descrito por C/,. A constante x é uma constante universal, com dimensfes de
velocidade, que converte, em qualquer referencial de inércia,

[t] = segundo

tHxt = .
[xt]=metro

A constante x tem de ser universal: caso contrario haveria diferentes factores de conversao

conforme o referencial de inércia em andlise.
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Definicdo: Por referencial de inércia entende-se uma sistema de coordenadas

(/ct, X, Y, z)eR4 onde, de acordo com a primeira lei de Newton, uma particula continua o

seu estado de movimento (incluindo o de repouso) com velocidade constante — desde que

nenhuma forca externa actue sobre ela.

Cada particula em movimento, descrita por r(t)=(xt)e,+F(t), também pode ser

descrita no seu referencial proprio (que ndo €, necessariamente, um referencial de inércia).

Neste novo referencial proprio mede-se um tempo proprio z através de um reldgio hipotético
que se move solidariamente com a particula. Sendo { f,f,,f,,f,}, com f; =f? =f; =f; =1,
uma base do referencial préprio da particula, devera ter-se

r(t)=(xt)e, +r(t)=(x7)f,.

A velocidade propria da particula é agora

dt dr
t)=— L
7/() dr ) dr Ko
%
U:d—r u:ﬁﬂzrcﬂe +E£: (t)(xe,+0)
dt dtdr dr ° dtdr 0

u=y(t)(xe,+t)=x«f, |.

Mas, em C/,, é u” =y*(x* +u’) =", com u =|i|, de modo que

1
- y=——

Jieg

p=

u
K

Nota: No calculo do factor » tem de se escolher a raiz quadrada positiva de forma a ter-se

y=1quando S =0.

Também o referencial de inércia onde se observa r(t)=(xt)e,+F(t) deve ser descito por

uma velocidade propria v =xe,, com v’ =x”. De facto, t é o tempo préprio de uma (nova)
particula (hipotética) solidaria com esse referencial de inércia cuja linha de universo € agora

r(t)=(xt)e,. Podemos, entdo, escrever
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Facamos

y =Cc0sd
yfp=sin@

p=tané

U=k,
(UO)Z =1

Logo, infere-se sucessivamente que

= u=cosdv+sinf(xd).

U,V =(U,e, ) (e, ) =rKest, =k,
Ug = (e, )(tye,)=—(e Uy )(Us &) =—(0,) e =1

u=cosdv+sind(U,v)=(cosd+U,sing)v

U, =U,e, =U, A€,

u=exp(0U,)v|.

Analogamente, tem-se
Uy 0y = (0,8, )T =~ (0,)* =&,
kV, =exp(0U,)(x,)=(cosd+U,sind)(x )
=cosf(xt,)-sinf(xe,)
=cos@(«xl,)-sindv
de modo que a transformacéo

(v=rxe,, k) (u=xfy, xV,) corresponde a uma

rotacdo em R* (ver figura anexa).

X A u=sind(xl,)+cosdv
rotacago em R* — ~ . . :
k¥ =c0s0(xly)—sindv
Existe uma justificagdo para se designar a fisica associada a algebra euclidiana C¢, como

relatividade euclidiana: como na relatividade restrita de Einstein, nesta relatividade euclidiana
o0 conceito de simultaneidade é um conceito relativo — tal como a figura anexa da pagina

seguinte ilustra perfeitamente: os acontecimentos A e B sdo simultaneos no referencial S

correspondente a (Vv = ke, k) pois t, =t, =t,, mas ndo sdo simultaneos no referencial S
(agora também considerado como referencial de inércia, admitindo que £ € uma constante)

correspondente a (u=xf,, V) jaque T, <.
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Kt A xt

Kty ¢-----/----- rocos=s Fooc

Consideremos, agora, no ambito desta relatividade euclidiana, qual a lei de
composicdo de velocidades. No referencial de inércia (do laboratdrio), caracterizado pela

velocidade propria v =xe,, sdo observadas duas particulas: (i) uma particula 1, com uma
velocidade prépria u, =exp(4,U,)v, em que U, =0ye,; (ii) uma particula 2, com uma
velocidade propria u, =exp(6,V,)u,, em que V,=V,f;. Note-se que, em termos do
observador caracterizado por v=xe,, a particula 2 tem uma velocidade propria
u, =exp(6W,)v, em que (em geral) W, = W,e,. Admitamos, porém, que W, =0, i.e., que
W, =U, (as velocidades relativas das duas particulas sdo paralelas do ponto de vista de

vV=xe,). Mas entdo, neste caso, também V,=U,. Esta situacdo encontra-se descrita na

figura anexa.
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Consequentemente

u, =exp(4,U,)v
u, =exp(6,U, )u, =exp(6U,)v

= u,=exp(6,U,)exp(6,U,)v=exp(0U,)v

exp[(6,+6,)U, |=exp(0U,) = [0=6,+0,|.
Mas entéo
tan(91+32):w p=bith
1-tan 4, tan 6, 1- BB,
u1:|U1|=ﬂ1K U tu
U2=U2|=IBZK = _ﬁ
u=|da|=px 1--7

Na figura seguinte representa-se a variagdo de S com f, para S, =1/2. De acordo com esta

lei de adicdo de velocidades, ndo existe qualquer limite méximo para a velocidade de uma

particula ja que 8 — o quando B, — 1/, . Por outro lado, duas velocidades positivas, com

B,>0e B,>0, ddo origem a uma velocidade negativa com B <0 para g, >1/5, .

B, - 112

< 1p,

-10-

-151

M

20 1 1 1
0 . .

Estes resultados fisicamente inaceitaveis levam a questionar esta relatividade
euclidiana. A unica forma de ultrapassar estas contradi¢des € a de aceitar que existe um limite
maximo para a velocidade de uma particula. Esse limite s6 existe se, em vez da métrica

euclidiana associada a C/,, se adoptar uma métrica ndo euclidiana.
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“Henceforth space by itself, and time by itself, are doomed to fade away into
mere shadows, and only a kind of union of the two will preserve an

independent reality.”

Hermann Minkowski, “Space and Time.” In: H. A. Lorentz, A. Einstein, H.
Weyl, and H. Minkowski, The Principle of Relativity. New York: Dover
(1923) 1952 (p. 75)

3.2 Algebra geométrica do espaco-tempo de Minkowski

As consideracdes anteriores foram motivadas pelas seguinte ideia: a relatividade restrita pode,
em principio, ser construida sem o segundo postulado de Einstein sobre a constancia da
velocidade da luz. Do ponto de vista epistemoldgico isso faz sentido: nada indica que seja o
electromagnetismo a ter que decidir esta questdo. Nada parece indicar, com efeito, que as
outras trés interaccdes (gravitacional, nuclear forte e nuclear fraca) tenham de ter um papel
subordinado.

Porém, a relatividade euclidiana leva a contradi¢des fisicas absurdas porque ndo tem
em linha de conta que existe um limite maximo para a propagacdo de sinais fisicos — esse
limite é x =c (partindo da hipotese de que, tanto quanto a experiéncia nos diz, os fotdes néo
tém massa — embora qualquer bosdo com massa nula fosse igualmente bom). O edificio

matematico da algebra geométrica euclidiana C/, foi, portanto, o responsavel por essas

conclusdes contraditorias. E, como nada existe que — atendendo a isotropia do espago vazio —
nos permita fazer uma distincdo entre as trés dimensdes espaciais, somos levados a ter que
aceitar que: (i) os dois modelos de espagos quadraticos (Apéndice D) com métricas definidas
(positiva, no caso de R* =R*?; negativa, no caso de R**)
métricas definidas R* — Cl,,=Cl, — e;=
(positivas e negativas) 7R S Cl,, — €=
levam a uma relatividade euclidiana inaceitavel; (ii) os outros dois modelos restantes de
espacos quadraticos com métricas semi-definidas (positiva ou negativa) sdo, deste modo, 0s

que conduzem a uma fisica aceitavel — a fisica da relatividade restrita de Einstein:
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=el=¢el=1

Lol N}
NN

métricas semi-definidas R* — Ct, — e =-1 e
NN ’ :
(positivas e negativas) R¥® — Clf, — e=1 e=e=¢e;=-1

Como nada existe do ponto de vista fisico que permita fazer uma distingdo entre C/ , e
C/,,, vai-se fazer uma escolha ditada por uma convencao - talvez a mais adoptada na
literatura mas, ainda assim, uma convencdo: adopta-se, doravante, a algebra C/,, como o

nosso modelo matematico para a relatividade retrita, i.e., para o0 espaco-tempo plano de

Minkowski.

Métrica: A métrica de um espago quadratico onde esta definida uma base B={ e, e, e, e,}

corresponde ao tensor cujas componentes sao 7, , tais que, com «a, S e {0, 1,2, 3} ,

1 0 0 O
métrica de Lorentz do 0 -1 0 O
espaco quadratico R*? I 7 A0 A W S T
0 0 0 -1

€,6;t€,€, :2770[,5

Portanto, para um dado acontecimento r do espago de Minkowski, tem-se

F=(Xor X1 Xp0 X3 ) = %€ + X,€ + X, €, + X4€, e R*®

Cl,,

r’ :xé—(xf+x22+x§)eR
o que significa que r e R e ¥ e R*?, ou seja,

r=X8,+F r?=x2+(F) I R,
X, =ct| — = v N — [P =x+x+x.
r r

r=Xe, +X:6,+X,€,

Assim, existem as seguintes trés possibilidades:

r’=0 > vector parabdlico (ou do tipo luz)
— |r*>0 > vector hiperbdlico (ou do tipo tempo)
r’<0 — vector eliptico (ou do tipo espaco)

classificacdo dos vectores

no espago-tempo de Minkowski

Podemos agora definir de forma mais clara a algebra geométrica C/,, do espago-

tempo de Minkowski.
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subespacos
deC/,,

escalares R
vectores RL3

bivectores /2\ R
trivectores /3\ R
quadrivectores /4\ RL3

Carlos R. Paiva

2 3 4
—Cl,=RER"BAR" S AR ®AR"

soma directa (graduada)

base de CEl,S - B = { l' eO’ el’ e2’ e3’ eOl’ eOZ’ eO3’ elZ’ e13' e23’ eOlZ' e013’ e023’ 6123' 90123}

1
11
121 dim(Ct,;)=1+4+6+4+1=2"=16
1 331
1 46 41
1 { eO' el’ e2’ 63} { e01' eOZ’ e03’ e12’ el3' e23} { e012’ e013' e023’ e123} I = e0123
escalares vectores bivectores trivectores pseudoescalares

0
ac/A\R"® =R

1
ae/AR"” =R"

2 _ .
FeARY - |U=a +a+ i + L + l e€Cl,| <« multivector
s @, @, (@, @), &,

A 1
Ve AR
~ 2 ~ 2 32 2
€103 =€3€,6 = —€18,83 = =€y = By = €365 = _(elezes)(esezel) =—e/e,e; =1

I=g,e,e,6,=—€,6,6,6, = —€,6,6,€, =€,6,6,6, = |
12=11=1T=(e,e.e,8,)(ese,6,6,)=e>e’eies =-1
el =€, (e.8.6,8,)=6j(ee,e;)=¢e
= |el=-1¢g,
le, =(e,e.8,8,)e, =—¢€; (e,e,e ) e123

el =€, (e.8,8,8;)=esef (e,8,)=—¢€,
le, =(e,€,€,8; )€, =e5er (e,8,)=—€,

= |epl=1le,
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€12 I = (elezes)(eoelezes) =-€ (elezes )2 = _eoe1223 =€

= e123I =1 €12

I €123 = (eoelezes)(elezes) =€ (elezea )2 = 6061223 =—€,

Regra: Em C/,, os vectores e os trivectores anti-comutam com o pseudoescalar unitario 1 ;

os bivectores comutam com 1| .

Dualidade: Dado um multivector genérico ueC/,, define-se o correspondente dual de
Clifford como sendo o novo multivector v=ue,,, =ul eC/ , tal que

u=a+a+F+bl+pl —» v=ul=-g-b+Fl+al+al.

Assim, em particular

Existe em C/,, uma distingdo importante a fazer: é necessario distinguir entre

vectores proprios (ou absolutos) e vectores relativos.

vector proprio

— |r=(ct)e,+F| — « R=Te,=Tng,
ou absoluto

vector relativo
(um bivector)

invariante

= = _ _ 242 _ R
emcr,, | 7 LT =(reo)(&r)=(ctrR)(ct-R)=c't' R

Nota: Em C/, ,, se r =|F| entdo R =(Fe,)" =—(Fe,)(e,F)=—(F) e2=—(F)" =r’>0.

Reverso: Sendo u e C/,, um multivector genérico com u=a+a+F+bl+ g1, 0 seu reverso

éli=a+a-F-bl+4l.
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Classificacdo dos bivectores: Ao contrario de C/, em que todos os bivectores sdo simples

(correspondem a laminas com um quadrado negativo), em C/,, nem todos os bivectores sdo

simples. Por exemplo: o bivector F =e, A€, +e, A€, N0 é simples pois

F? = (901 +€y )2 = (601 +ezs)(901 +ezs)
eé lt(eoel)(eoel):_ezez =1 N :e§1+e0123+e2301+e§3
e; =(e,8;)(e,8;)=—e5e; =—1 1 lal-1
=21 e;\Rl’s.

Os bivectores simples podem ser, tal como os vectores, parabdlicos, hiperbélicos e elipticos.
Assim, e.g., e,, =€, A€, € um bivector hiperbolico enquanto que e,, =e, Ae, € um bivector
eliptico. Ja o bivector F =e, Ae,+e, A€, € simples e parabolico:
F? = (elo €53 )2 = (e10 +e13)(e10 +913)

= elzo €013 €310 + e123

=1-e,+e,; -1

=0eR.

A grande diferenca entre os bivectores elipticos e hiperbdlicos é que os primeiros geram

rotaces enquanto que os segundos geram «boosts» (ou transformacdes activas de Lorentz).

«boost» — exp({e,)=coshd +e,sinhg
rotacdo espacial — exp(6fe,)=cosd+e,sind

2k+1

Demonstragdo: Como e =1, tem-se e% =1 e X" =e,,, pelo que
2k+1
© © (C: e]_() %) )
Plee) kZ; ! kZ; ! kZ; (2k +1)!

«boost» —

2 é’ZK © §2k+1 -
:kzz(; (2k)!+em kZ:; mzcoshgwm sinh ¢ .

A accdo de um «boost» € representavel graficamente por um diagrama de Minkowski (ver
figura anexa na pagina seguinte).

f, =exp({e,)e, =(cosh¢ +eysinh¢)e, =cosh e, +sinh e,
f,=exp({e,)e =(coshd +e,sinh{)e, =cosh e, +sinh e,
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y =coshd — fo) (1 BYe
yB=sinh¢ = |p=tanhe| = (flj_y(ﬂ 1j{elj

f=tand| — cj:tanhlﬂzéln(%j

65

Diagrama de Minkowski

ct ct
1.5}
dt-xi=1

11

€ fu
-
0.5F
f1
A xi=1
0 pl
0 0.5 e 1 1.5 2

«Boost»: Num «boost» (e,, e, ) (f,, f,), tal como se ilustra no anterior diagrama de

Minkowski. Trata-se de uma transformacao de Lorentz activa. Definindo o rotor

R =exp (%emj > R= exp(—%emj

podemos escrever

f = R ﬁ = R2 f—
«boosty — 0 eO~ ) € exp(gelo)eo .
f,=ReR=R"¢ :eXp(é’elo)el

Com efeito,
€,6, =(€,6,)e, =¢ o
10%0 ( 1 0) RN €08 =—€8,| = |Re,=¢R
€0€10 =€ (eleO) =—€
€,6, =(€e,6,)e;, =¢€ S
10°1 ( 1 0) 1 0 = [€,6,=—6€6,| = RelzelR .
€€y :el(eleo):_eo

Note-se que

€06, = (eleO )ez =—€np
€,€, =6, (e1eo) =€

e.e,=6e,| = |Re,=¢e,R
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de forma que o «boost» deixa e, inalterado: f, =Re,R=RRe, =e¢,.

Transformacdo passiva de Lorentz: A algebra C/,, € particularmente eficiente a tratar

transformagdes activas de vectores, e.g., e, — f, = Re,R, tal como se viu anteriormente. As

transformacdes passivas também podem ser obtidas. Para simplificar considera-se y=z=0.
r=(ct)e,+xe, =(ct)f, +xf,

referencial S referencial S
f, 1 B)e fo=v(e,+pe,)
BRI R bty
(ct)e,+xe, =(ct)f, +Xf,
=y(ct)(e,+Be)+rX(e,+Be,)
=y[(ct)+Bx]e,+7[X+B(cT)]e,
Infere-se, deste modo, que a transformacao de Lorentz passiva serd
{ ct=y[(ct)+pBX] _ { ct =[(ct)-px]
x=y[X+p(ct)] X=y[x-p(ct)]

Num diagrama de Minkowski, tal como 0 que se apresentou anteriormente, é entdo muito

facil construir os eixos ct e X. O eixo ct corresponde a ter-se X=0 e, portanto,
corresponde a equacao x:vt:ﬂ(ct), pelo que (ver diagrama de Minkowski da pagina

anterior)

x=7[x-p(ct)]

X=0

ct

eixoct | —» tan0=i—ﬁ < {

Analogamente, o eixo X correspondea ct =0, i.e., a equacdo ct= S x, pelo que

t=r[(ct)-px]

=0

— ct c
eIXOX| — tanfd=—=L <«
X C

|

A contraccdo do espaco e a dilatacdo do tempo podem ser facilmente analisados através de

um diagrama de Minkowski.
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Dilatacdo do tempo (graficamente): A titulo de exemplo vai-se agora analisar graficamente,

através de um diagrama de Minkowski, a dilatagdo do tempo.

ct 4

A

<V

Consideremos um relégio colocado no ponto X =0 do referencial S que mede um intervalo

de tempo T,. Do ponto de vista do diagrama de Minkowski (ver figura anexa) trata-se,

portanto, de medir o intervalo do tipo tempo entre dois acontecimentos A e B. Em ambos 0s

referenciais S e S tem-se A(0,0). Porém, no referencial S, devera ter-se B(cT,,0); no
referencial S, no entanto, tem-se B(cT,vT ). Assim, podemos escrever
AC+CB=AB .. (cT)e,+(vT)e, =(cT,)f,.

Fazendo o produto interno de ambos os membros desta Ultima equacdo pelo vector de base

e, , obtém-se entéo

dilatacdo
(CT)(eo'eo)+(VT)(e1'eo)=(CT0)(f0'eO) = [T=rT| « do tempo |

1 0 y

A contraccgdo do espacgo poderia ser analisada de forma analoga.
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A partirde r = (ct)e0 +T determina-se a velocidade prépria u de uma particula:

dr
u=2r _

V=Cg, —d——
T

y(v+U)=cf

u=exp(¢U,)v=cosh¢ v+sinhg(cd,)

U,=0 .
0 = 2o% cV, =exp(¢ U,)(ct,)=cosh ¢ (cty)+sinh & v

A velocidade relativa da particula sera

velocidade relativa — |U=Ue,=UAg,|.

Nota: Dados dois observadores caracterizados pelas velocidades proprias u e v, a velocidade

relativa de u em relacdo a v sera dada por

UocUnv
u-v
Uuav=y(UGAav uAv
u=y(v+a) 7 ) = U=-"Y_ine
2 2 0
u-v=yv:=yc c

Tem-se U” =u’ = g%’ pois u=Bc=|i|. Assim

2

ue, :7/(C+U) N u2 =(ueo)(eou)=0272[1—L:—2j=(:2]/2 (1_ﬂ2)=C2.

eu=y(c-U)

A adicdo de velocidades, ao contrario da relatividade euclidiana, da agora

u, =exp(¢,U, ) v
u, =exp (g, U, )u, =exp(sU,

exp[(&,+4,) U, |=exp(SU,y) = |[C=¢+4, ).

Obtém-se, entdo, a conhecida férmula de adicdo relativista de velocidades que contempla a

)V = Uu, :exp(gzuo)exp(g”luo)v:exp(g”Uo)V

velocidade x=c como o limite superior assimptético de todas as velocidades de particulas

com massa: so as particulas com massa nula € que tém a velocidade limite x =c.
tanh &, +tanh &,

) _B+hB
tanh(gl+§2)_1+tanh§1ta”h§z - ﬁ_1+ﬂ1’82
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ul:|Ul|=ﬂ1C U Tu
u,=|0,|=4c = |u=——2
u1u2
u=[d|=pc 1 c’

O momento linear (proprio) de uma particula de massa m serd p=mu e tem uma relacéo

importante com a energia total ¢ da particula. A inércia da energia estabelece que

inércia da
energia

¢
Pp=ymc=—
c

momento linear

¢ )
— p=mu=—e,+p=(ymc)e,+ymdi
de uma particula P gt P (yme)e,+7

E=y¢
¢, =mc’| — ‘# 4 o
p=yma

2
|p|| — pzzmzczz(%J—pz = |¢= QE§+(cp)2

onde &, =mc” é a energia intrinseca (ou propria) da particula. Designando por K a energia
cinética, vira portanto

energia cinética —

K=¢-¢=(r-1)¢,|.

Dinamica relativista de uma particula

E=y¢,=¢,+K
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Facilmente se verifica que o limite da mecanica newtoniana (c—>oo) se recupera a partir

desta definicdo de energia cinética.

energia cinética — K =¢-¢, =(y-1)(mc?)

y—1= ! 1=1 > 1F(n+%jﬂ2”:lﬂ2+§ﬂ4+gﬂ6+

\/1_52_ NEE=a 27 8" Tag
3 u* 15 uf
K(u)==mu2+>m— +2mL
(u)==mu +8mcz+48 C4+

A . 1
mecanica newtoniana (C - OO) - |K= Emu

Comentario: E errado afirmar que a inércia da energia é traduzida pela equagdo &, =mc’. O
que a inércia da energia afirma € que

¢=1(u)c’ =y(uyme* =mc® +[y(u)-1](mc*) =€, +K
onde I (u)=y(u)m é o coeficiente de inércia. A energia propria (em repouso) é apenas uma
forma de energia potencial em que &, =¢(u=0). A célebre formula de Einstein sobre a
inércia da energia é pois &= (u)c2 e ndo ¢,=mc’. Antigamente escrevia-se (como o
préprio Einstein)

expressao (arcaica e a evitar) da massa (variavel) — m, = y(u) m=

em que m, seria a massa da particula em movimento (diferente, portanto, da sua massa em
repouso m=m,). Para evitar introduzir este conceito equivoco de «massa em movimento» e
que se define o coeficiente de inércia I(v)=y(v)m. O conceito arcaico de «massa em

movimento» ndo faz sentido: s6 existe uma massa m, invariante, que ndo depende do estado
de repouso ou de movimento da particula. O invariante m é sempre medido no referencial
proprio da particula, i.e., no referencial (instantdneo) onde a particula se encontra (sempre)
em repouso. Mas efectivamente grave (i.e., erro crasso) é a introducdo de uma «massa
transversal» e de uma «massa longitudinal» — conceitos totalmente vazios de qualquer

conteldo fisico e apenas usados por autores que nada entendem de mecanica relativista.
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Consideremos, a titulo de exemplo, uma colisdo ineléstica de duas particulas de massa
m que, no referencial S onde o momento linear total é nulo, tém velocidades iguais a w
embora com sentidos diametralmente opostos. Apds a colisdo as duas particulas iguais
fundem-se numa Unica particula de massa M que, no referencial S , se encontra em repouso.
Num outro referencial S que se desloca, em relacdo a S, com velocidade relativa w a

particula resultante de massa M tem, tal como se indica na figura anexa, uma velocidade w.

2

Existem dois principios de conservacdo a aplicar: (i) a conservacdo do momento linear; (ii) a
conservacdo da energia total. Partimos do principio que o momento linear é o produto do
coeficiente de inércia pela velocidade enquanto que a energia total é proporcional ao
coeficiente de inércia. Mas desconhecemos, a partida, a expressdo do coeficiente de inércia:
apenas sabemos que depende da velocidade da particula. A aplicacdo dos dois principios de
conservacgao permitird determinar, entdo, a expressao do coeficiente de inércia.

conservacdo do momento linearemS: 1 (v)W—1_(v)Ww=0

conservagio da energia total em S : 21, (w)=M

conservacdo do momento linearem S: I (v)v=1, (w)w

conservacdo da energia total em S : I, (V)+m=1, (w)

Dividindo as duas equacGes de conservacdo em S, obtém-se
(V) __w

I, (V)v ~ (V) _

W:Im(v)+m m_ v-w|

Mas, pela composicédo de velocidades, vem
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2w c?
V= ~ > wW-2=—w+c*=0
W v
1+—
C

2 2
w:c—(li 1—"—2}
Vv C

No limite das pequenas velocidades, vira entdo (v < c)

2 2
W~ C—|:1i(1—iv—2jj|
v 2¢C

2
- szc——lv
v 2

H > wev

Carlos R. Paiva

0 que mostra que se deve considerar a solugdo associada ao sinal E: basta pensar no limite

newtoniano desta experiéncia conceptual em que este limite deve resultar no caso em que se

faz v/c >0, i.e., w=Vv/2. Assim

2 2 2

c / v c
w=—1/|1- 1——2 - V-W=V——+—
v C Vv Vv

C2

2 2 2
vew=S - 1=
Vv C C

Mas entdo

-
1 (V) c

1-—

W Vv
m V-w 2 2 2
C\/l—vz(l—\/l—vz
Vv C C

I, (V)=y(v)m|.

A equacdo obtida confirma a expressao geral do coeficiente de inércia. Por outro lado, se se

tiver em consideragfo a equacao de conservacio da energia total em S , obtém-se ainda

2m

M=2l,(W)=—=—=—= — Il,(W)=y(w)M=
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Em propagacdo de ondas electromagnéticas ha um vector importante — o chamado

vector de onda k. Tem-se

vector de _
> |k=Ze,+k| > [k=ky(e,+1)] «
onda c —~

sendo a velocidade de fase v, tal que (atencdo: nao confundir k, com k;)

|

=~
o
—
oy
o
N —
N
Il
|
(BN

d

<

Il
~|e

Nota: A fase @ de uma onda plana e monocromatica corresponde ao produto interno

CD:k-r:(Eeo+EJ-(cteo+F):a)t+E-F.
c

Fazendo F-k,=—¢, vem ®=wt—k¢ . Dai que, efectivamente, d ® = wdt—kd¢ pelo que

v, =d ¢ /dt=w/k.Adireccio de vV, € amesmade k .

No dualismo onda-corpusculo de Louis de Broglie, tem-se

C=lhow

p=hik| = .

b=k

Logo, vem sucessivamente
¢ =¢2+c’p’ > o’ =} +c’k?
2¢9€ 57 o 2032 2k

dp dk
de c’p c’k do ¢’k c?
V=222 vy =2 _>*_°*
dp ¢ o Tk @ v,
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inferindo-se, deste modo, que a velocidade da particula v € igual a velocidade de grupo v, do

feixe de ondas planas que estaria associado a particula. Para uma particula de massa nula,

como é o caso do fotdo, vem

E=cCcp
m=0| = = |v=V_ =V =cC|.
w=ck

Comentério sobre o dualismo onda-corpusculo: Na mecanica ondulatéria a chamada «funcao

de onda» ¥ ndo pode ser interpretada como tendo uma relacéo directa com a particula. Ao
longo do tempo um feixe de ondas vai-se alargando a medida que se propaga — é a
divergéncia espacial provocada pela difraccdo em espaco livre. Se uma particula fosse
representada por um feixe de ondas ¥, haveria problemas graves: qualquer particula iria
desintegrar-se ao longo do tempo. Esta interpretacdo fisica directa de W €, portanto,
incoerente. Deve-se a Max Born a interpretacdo, ainda hoje aceite, do significado de ¥ : a

densidade de probabilidade de encontrar a particula no ponto x e no instante t é proporcional
a |‘P(x t)|2 . A divergéncia espacial do feixe de ondas significa apenas o seguinte: a medida

que o tempo passa é cada vez mais provavel encontrar a particula fora de uma dada regido de

observacao.
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“l wish to create the impression in my readers that the true mathematical
structure of these entities will appear only now, as in a mountain landscape

when the fog lifts.”

Arnold Sommerfeld, Electrodynamics. New York: Academic Press, 1952 (p.
212)

3.3 As equac0tes de Maxwell no espaco-tempo de Minkowski

Para escrever as equagbes de Maxwell na algebra geométrica C/,, ha que comegar por

escrever as quatro equacgdes vectoriais na algebra tridimensional de Gibbs. Porém, de forma a

integra-las em C/, ,, os habituais vectores em R® =R>® tém, agora, de ser considerados no

espacgo quadratico R%*. Como se viu atras

— |a=ae,+dcR”®| —» a’=a’

e
C/ -
1,3 e

PN onN

=1
:ei:eé:_l

d=ae +ae, +a,e, R > () =-|a] =—(af +a +aj).

Assim, o operador V é definido como sendo

2 2 2
V:eli+ezi+esieR°'3 = Vi=- 82+82+82 eR.
0% 0X, 0%, OX,  0X; OXg

E e RS

— intensidade do campo eléctrico
BeR> — intensidade do campo magnético
DeR"* — excitacdo eléctrica
HeR" — excitacdo magnética

oeR — densidade de carga eléctrica
JeR> - densidade de corrente eléctrica

As equacoes de Maxwell em R*® escrevem-se entdo na seguinte forma:

o

i
grupo de ot grupo de

Faraday ~ Maxwell -
V-B=0 V-D=—p

VXH=j+a

(o)}

t
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Para escrever as equacdes de Maxwell em C/,, ha que comegar por introduzir os

correspondentes vectores relativos (que, como se viu atrds, sdo tecnicamente bivectores
hiperbdlicos ou do tipo tempo) e definir o operador de Dirac.

vectores relativos
(bivectores)

densidade de
carga-corrente eléctrica

- J :ge0+ljeR1’3
c

operador de Dirac

Introduzem-se, por fim, os dois bivectores fun

1

—>

azieoi—Ve

R*?.
c ot

damentais do campo electromagnético:

F=—E+I1B — bivector de Faraday (ou da intensidade EM)

c

G= D+ll H — bivector de Maxwell (ou da excitacdo EM)

c

Nota: Na base B={ e, e, e, e} de R** tem-

|

-1
C
(

1 .
G= Dlelo + Dzezo + D3e30)_E(H1623 + H2631 + H3e12)

Por exemplo:

e,L€ =€, L6, =€,L€6;=
e, Le;=—€,L€6,=¢
e,Le =—€n,Le; =8¢,
€L E,=—€; L6 =€,

€10 1€ =€y 1€y =€5 1€
€10 1€y =15 183 =€y €4

E=Ee,=Ee,+E,e,+E.e,
IE=El=-Ee,-E,e, —-E;e,

(ElelO + E2e20 + E3e30)_(Ble23 + BZe3l + B3612)

Se

0

ixB=(1B)L

=1
=0

E.D=-E-D|.
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Uma vez apresentados todos 0s personagens importantes, € agora possivel escrever as
duas equacdes de Maxwell da relatividade restrita: (i) a equacdo homogénea, correspondente

ao grupo de Faraday; (ii) a equacdo ndo-homogénea, correspondente ao grupo de Maxwell.

As duas equacoes de Maxwell

equacdo homogénea — 0AF=0
equacdo ndo-homogénea — 901G =J

Cl,,

ornF=0 —>

04G=J —>

Nota: Na base B={¢e,,e, e, e,} de R* tem-se

a/\F:_%%eozs_%%eom_%%emz
1 6E —2e +£%e +%e
Cox 012 g %, 031 %, 123
l OE, LIS 1 OE, 98, +@e
C %, 012 ~ cox, 023 ox, 123
10E, 10E, 0B,
_Eé_xs 031"'C ax e°23+6_x3e123

8_|G:—16D1e1 10D, re, 100, 9Dy
c ot c ot c ot
oD, 10H, 10H,
+ e, +——=2e,———2e,
oX C OX C OX
oD, 10H, 10H;
+ e, ———>€, +
X, C OX, c ax
oD, 18H 10H,

O X, o Cox, f2” cox,

1

l'
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No caso particular do vacuo, a relacdo constitutiva do espago-tempo é

relagdo constitutiva 1 U
, - |G==—F| « n,= 2.
do vacuoem C/, , o &

Entdo, dado que se pode escrever o produto geométrico
OF=01F+0AF

as duas equacdes de Maxwell reduzem-se a uma Unica equag&o.

A equagio de Maxwell no vicuo

Cl,| — [6F=p,J

Nota importante: Apesar de E=E e, e B=B e, serem vectores relativos (dependem do

observador v=ce,), F=E/c+1B néo é um vector relativo. Analogamente, D=D Ag, e

H=H A€, séo vectores relativos mas G =D+ 1 H/c também ndo é um vector relativo. Com

efeito, os bivectores F e G representam o campo electromagnético e ndo dependem de um
qualquer observador particular. Por essa razdo F e G sdo considerados os dois bivectores
fundamentais para a descri¢cdo do campo electromagnético. Diferentes observadores registam
diferentes decomposicbes de F e G em termos dos seus vectores relativos. Os objectos F e
G tém, portanto, uma «dignidade» superior a qualquer dos quatro vectores relativos que
estdo na sua constituicdo (E, B, D e H). Diz-se que os bivectores F e G constituem as
formas covariantes do campo electromagnético. No vacuo a existéncia de G é supérflua e
apenas existe F (dai a possibilidade de reduzir as duas equagdes de Maxwell a uma Unica
equacdo). SO através da escrita das equacdes de Maxwell no espaco-tempo, recorrendo aos
bivectores F e G (ou a entidades matematicas equivalentes — e.g., tensores) é que estas
equacdes ganham finalmente o seu pleno significado fisico. Os vectores relativos E, B, D e
H sdo apenas sombras ou vislumbres de uma realidade mais essencial expressa através de F
eG.
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3.4 Meios em movimento
Um dos pontos essenciais desta licdo tem sido o estudo do electromagnetismo dos meios

materiais. Através da algebra C/, estudou-se uma classe importante de meios anisotropicos.
Agora, através da algebra C/, ,, vai-se estudar um problema classico da electrodinamica: os

meios em movimento.

Comecemos por considerar um meio isotropico simples que, em termos de C/,, tem

as seguintes relacGes constitutivas

meio isotropico D=¢g,¢E
- 12 .
simples B =u,uH

Em termos dos vectores relativos, obtém-se entdo sucessivamente

D=¢,¢E
— D+ilH=ssE+ 1B
H: 1 B c CIUOIU
HoH
&
a=— :
T o |e=D+ZIH=%E+q,B]|.
1 c Cc
a,=—-
Ty H

Como v =ce, (referencial proprio do meio, i.e., onde este se encontra em repouso), tem-se

sucessivamente

F,=v'Fv=e,Fe,

1
:eO(EEHBJeO

=¢, [% Ee, + | éeojeo

1= -
=——Ee, +1Be
c 0 0

:—£E+IB.

C

Logo, para uma combinagéo linear de F com F,, vem

BF+B,F, :ﬂl(%EHB}Lﬁz(—%EHB)zl(ﬁl—ﬂz)E+(ﬁl+ﬂz)lB

C
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pelo que, fazendo

1 1 [Hij
{ﬂl_ﬂ2=al - 2 217, H
Bi+hb=a, 1. _ 1 ( lj

obtém-se a seguinte relacdo constitutiva no espaco-tempo de Minkowski

relagdo constitutiva 1 ( 1) 1 ( 1}

F

v |

- |G=—|ce+—|F—| ¢
no espacgo-tempo 21, y7, 21,

U

E possivel dar a esta relacéo constitutiva uma forma mais econémica (e elegante) fazendo

2
coshézl‘/ﬁ g+l _ Mo+l ) o,
2\ ¢ Y7, 2n, cosh® & —sinh“ & =1
=

2 . _ _ _
sinhg:i\/z PO Bt cosh& +sinh & =exp(&)=+/eu =n,
2\ ¢ U 2n,

onde n, =/&u € o indice de refraccdo do meio, i.e.,

E=Inn,

X
21, M 2m\  u
/ \/7 \/7770 =£(cosh(§F—sinh(§Fv)

n

==(cosh&—r,sinh & )F

Nestas condigdes, infere-se que

r,(F)=F, =v'Fv

exp(~&r, )F

Q‘s|l—‘ dll—\

G:Eexp(—frv)F
n

A simplicidade desta formulacao algebrica esta no modo como, agora, € possivel passar — de
forma imediata — do referencial proprio do meio para o referencial do laboratério onde todas

as particulas do meio se deslocam com uma velocidade propria u tal que

Uy=U,ne, =V nfy | > |u=exp(SU,)v=yp(v+0)|.

Basta, portanto, ter com consideracdo que no referencial do laboratorio se tem

v=y(u+v), u=cf,, V=cpy, (vo)zz—l.
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Assim, a relagéo constitutiva mantém-se invariante: de V =Ce, (no referencial proprio do

meio) passa-se, apenas, para v = ]/(U + \7) (no referencial do laboratdrio).

forma invariante da relacéo

o - Gzlexp(—grv)F
constitutiva no espago-tempo n

r,(F)=F,=v'Fv

v=exp({Vy)u < V=V f, =0, =U,

rV(F):FV:v‘va=Ci2vFv.

Nota: Os bivectores F e G descrevem a totalidade do campo electromagnético em qualquer
referencial, i.e., sdo grandezas covariantes. Quando se escreve aquilo a que se chamou a
forma local da relacéo constitutiva esta-se, apenas, a escrever uma espécie de projec¢do dessa
relacdo constitutiva num observador especial — 0 observador que esta em repouso em relacéo
ao meio (ou observador préprio do meio). A razdo pela qual se qualifica a relagdo constitutiva
como universal deve-se ao facto de relacionar grandezas covariantes entre si: é universal pois

corresponde a forma manifestamente covariante da relacéo constitutiva do meio.

Depois de alguma manipulagdo algébrica € possivel decompor a relagdo constitutiva
G =G(F), do espago-tempo de Minkowski, em duas relagdes constitutivas D = f)(E, I§) e

H=H (E, E) entre vectores relativos. Vem ento (no referencial do laboratorio)

g L[ {ni-)(7 £ cls (78]
¢ H é[(ng ~1)(BxE)+c(1-ni B*)B—c(ng —1)(5@),@}

(]!
Il

Estas relacdes constitutivas revelam que se trata de um meio bianisotropico: tanto D como
H dependem, simultaneamente, ndo s6 da intensidade do campo eléctrico E mas também da
intensidade do campo magnético B . Por vezes estas relacdes sdo apresentadas numa forma
diferente: apresentam-se como D = E(E, I—T) e B= E(E, H) (embora esta forma seja menos

adequada quer ao significado destes vectores quer a prépria formulacdo relativista).

Adoptando esta escrita alternativa, tem-se entéo
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i [Boeelet-t-aEua] )
) o Do)

Conclusao: Um meio isotrépico (no seu referencial prdprio) € considerado, no referencial do

laboratdrio (onde € visto em movimento), como um meio bianisotropico.

Tensores: Ainda hoje a linguagem tensorial é a mais usada quando se trata de estudar a
electrodinamica relativista. Vai-se agora mostrar de que forma é possivel recuperar essa

linguagem tensorial a partir da linguagem da algebra geométrica. Comecemaos por notar que é

sempre possivel definir uma fungdo F:R“® — R anti-simétrica a partir de um bivector
2
Fe/AR" cC/,,. Basta fazer

F(a)=auFeR"

R*® .
ac - {G(&)=&JGER1’3

Os tensores correspondentes obtém-se, entdo, como segue

F,=e,-F(e,) — tensorde Faraday
@,fe{0,1,23) — ,
G, =e,-G(e,) — tensor de Maxwell

Nabase B={e, e, e, e} de R* emquee;=1e e =e;=e;=—1,as matrizes 4x4 anti-

simétricas F e G que correspondem, respectivamente, aos tensores de Faraday e de Maxwell

sdo dadas por

0 E/c E,/Jc E,/c
~E/c 0 B, -B,
~E,Jc -B, 0 B

(oj ~E,Jc B, -B 0
tensores >

2 0 D, D, D,
-D, 0 H,/c —H,/c
-D, -H,/c 0 H,/c
-D, H,/c -H,/c 0

tensor de Faraday — F =

tensor de Maxwell — G=
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A escrita invariante, em C/, ,, da relacdo constitutiva de um meio isotropico na forma
1
G==exp(-<¢r,)F
n

sugere algo que, de outra forma, seria dificil de prever: se se introduzir a transformacéo

F:exp(éz JF' F'=exp(—§rij

=T,
reducéo a forma 2"
do vacuo ” E - £
G:exp(—zrij’ G’zexp(Erij

nessa relagdo constitutiva, obtém-se

eXp(—grij' =%9Xp(—§rv)exp(grij'

e =1r|
n

Conclusdo importante: Aplicando a transformacdo indicada, em que Fi>F e G G/,

obtém-se uma relacdo constitutiva que tem a mesma forma que a relacdo constitutiva do
vacuo. Por essa razdo designou-se essa transformacéo por reducédo a forma do vacuo. Note-se
porém que, ao proceder a esta transformacéo, se alterou a prépria estrutura do espago-tempo
de Minkowski: esta nova relagdo, que tem a forma do vécuo, corresponde agora a um espago-

tempo ficticio, novo, que ja ndo € o espaco-tempo de Minkowski do problema original.

Coloca-se, entdo, a seguinte pergunta: qual é a forma das equacGes de Maxwell neste novo
espaco-tempo ficticio em que
B={f,, 1,1, f,} > B ={f, 1,1

o=t 2 visa=1 0 v
c ot c ot
Tem-se, neste novo espago-tempo ficticio,
7 equacao homogénea — 0 AF'=0
L3 equacgdo ndo-homogénea — 0'1G'=J'

mas, atendendo a nova relacdo constitutiva, vem simplesmente
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equacdo homogénea — JAF' =0
Cly,

equacdo ndo-homogénea — 0 JF =nJ’

OAF+d JF =nd = [0F =53]

Note-se que a reducdo das duas equacdes de Maxwell a uma Unica equagdo, quando se esta
em presenca do meio material, s6 foi possivel devido a estrutura graduada da algebra

geométrica. Na auséncia de fontes do campo, vem simplesmente

o'F'=0].

Para ondas planas e monocromaticas da forma

F = SR{ Ry exp[i(k'-r')] }
obtém-se

kKF,=0 = (k')'F=0.
Logo, para solucbes ndo triviais do campo, devera entdo ser

(k') =0/.

Mas, por outro lado, é (Apéndice E)

k'=exp (%Rjk = k’=cosh (gj k +sinh(§j k,

& /cosh§+1 n, +1
cosh(zj 2\/n_0
(S /coshf—l_no—l
smh(zj_ 5 _2\/n_0

(k)Y =0 = [(n+1)K*+(n,—1) K% +2(n -1)(k -k, )=

2\/_[ (np+1)k+(n, 1)k, | |.

Assim, vem

kV:rv(k):v‘lkv:Cizvkv
v D _C—v(kv):cizv(k-v+k/\v)
U - :Ciz[(k-v)v+v_|(k/\v)]
V= = LTk (v k)v—(v-v)k]
¢l
:C%(v-k)v—k
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Nota: Tem-se r; =1. Com efeito, se ve C/,, é um multivector da algebra, entdo
r,(u)=r,[r,(u)]= v’l(v’lu v)v :i[v(vu V)V :V—Au =u.
v A" u C4 C4

Por essa razao € que

exp(&r,)=cosh& +r,sinh &.

Notando, entdo, que
v=yc(f,+5) k? =k (1-n?)
=
k =k, (f, +1) (v-K)' =p7c2Kk? (1+ 5 -1}

infere-se ainda

9=<(B,ﬁ) — fS-Ai=-/ncosd

([)’ZQ 00529—1) n*-28Qcosdn+(1+Q)=0

onde se introduziu

Q:;/Z(né —1) :

As duas solucdes desta equacao quadratica em n séo dadas por

Jife) cos¢9i\/1+§2(1—,82 cos’ 0)

n 2 2
p°Qcos -1

Nota: As duas solucgdes desta equacgdo ndo sao independentes. Com se tem
n, (7-6)=-n_(0)

as duas solucdes correspondem, de facto, a uma Unica solugdo.
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O sinal negativo antes da raiz quadrada tem de ser escolhido por forma a obter o resultado

n=n, quando S =0. Ou seja, tem-se finalmente

indice de refracgdo efectivo do meio S [ n(o)- \/1+ Q(1- % cos* 0) - fQ cos O
no referencial do laboratério - 1- p*Qcos’ 0 '
Assim, vem

a=1+Q(1- B cos’ 0) 1 1 a-b> 1 (x/5+b)(\/5—b) Ja+b

% = = =
b=Qcosd n(0) 1+Qa-b 1+Q Ja-b 1+ Q

velocidade de fase v, (9) \/1+ Q(1-pcos’0) + pQcosO

_) = .
normalizada C 1+Q

Nas figuras anexas (paginas 89 e 90) representa-se a variagdo de v, / ¢ em funcdo do angulo

6 em diagramas polares para diferentes valores de f. Existem dois casos extremos: (i)

£ =0; (ii) #=1.No primeiro caso, tem-se

=0 —» ==

recuperando-se, deste modo, a situacéo estacionaria. No segundo caso, obtém-se (Q - oo)

0
f=1 — Vpg ):cose

e corresponde a uma esfera — tal como o caso precedente. Quando se tem A=1/n;, a
velocidade do meio (em relacdo ao laboratério) tem o mesmo valor que a velocidade de fase

da onda no referencial préprio do meio v, =c/n, e vem (Q = n§)

4 N V,(0) +/ng+sin®6+n,cosd
T, c 1+n
tendo-se, em particular,
Vp(ﬂ')=0.

Este caso corresponde ao exemplo numérico em que n,=4 e $=0.25. Para f#>1/n,, a

zona de Cerenkov, a velocidade do meio excede a velocidade de fase da onda no referencial
propio do meio e tem inicio um efeito novo: passa a existir uma superficie de velocidade de

fase (ou superficie normal) dupla que se auto-intersecta na origem — € o caso, no exemplo
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numerico ilustrado, em que n,=4 e £ =0.75. Na origem a superficie normal é tangente a

um cone cujo semi-angulo e 6, tal que

2.2
n, —1
tang, =+ ﬂ—oz ,
1-5
No exemplo numérico ilustrado € 6, ~87°. Para direccBes dentro deste cone existem dois
valores da velocidade de fase que sdo ambos positivos. Porém, para direc¢des fora deste cone,

os dois valores da velocidade de fase tém sinais opostos.

Comentério importante: No vacuo (propriamente dito) e para ondas planas e monocromaticas,

tem-se entdo

kAF=0
koG=0
Como, por outro lado, se tem
. 1
vacuo —» G=—F
o

infere-se que

= kF=kaAF+kJF=0.

kAF=0
kJF=0

Por essa razdo € que, no vacuo, k®>=0, i.e., os fotdes ttém massa nula. Com efeito, vem

sucessivamente (para solucdes nao triviais em que F=0)
kF=0 = k(kF)=0 = k’F=0 = k’=0.

Logo, vem ainda

kozg — k=K, (&, +)

K? = kg | & +(1)" +2(e, M) | =k |1+ (A)' [=0 = | (n) =-1].

Ou seja: o indice de refraccdo do vacuo é n=1 pois

(R) =-1 = fi=nf, = (i)' =n*(n)=-1 = |[n’=1|.

Pelo dualismo onda-corpusculo de de Broglie, é entdo efectivamente
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massa dos fotbes — |m=0].

Por outro lado, tem-se ainda
F :SR{ F, exp[i(k-r)]}
kF,=0.

Assim, é posivel escolher um vector m =0, tal que k-m =0, de forma a ter-se

Fo=km=kAam|.

De facto, tem-se

k?=0| = kF=k(km)=k’m=0.

Note-se, também, que

AeR — k(m+ik)=km+ik*=km=kam.
E esta liberdade na definicdo do vector m que permite escolher k-m =0 pois m =ik e
esta escolha corresponde a fazer A=0. Finalmente, verifica-se que F, & um bivector
parabdlico ja que
F2=(kam)’ =(k-m)’ —k?m?=0.
|

Todas estas consideraces sobre o vacuo aplicam-se mutatis mutandis ao espaco-tempo

ficticio que tem a forma do vacuo (i.e, cuja relagcdo constitutiva tem essa forma) e onde

espaco-tempo ficticio .1,
, - G'=—F.
com a forma do vacuo n

Assim, tem-se
(k') =0, F=k'am, (F;) =0

pelo que, também, F, é parabdlico e os fotdes neste espaco-tempo ficticio ttm massa nula.
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Notas adicionais: Os resultados apresentados nesta sec¢do ndo sdo novos. Apenas a

abordagem que utiliza a algebra geométrica C/,, € que € nova — a excepcdo de uma

abordagem semelhante (mas nédo idéntica) da formulagédo covariante da relagédo constitutiva de

um meio isotropico que apareceu, pela primeira vez, em

[ P. Puska, “Covariant isotropic constitutive relations in Clifford’s geometric algebra,”

Progress in Electromagnetics Research, PIER 22, pp. 413-428, 2001.

O estudo dos meios em movimento é, com efeito, um topico ja classico da formulacéo
relativista da electrodindmica classica. Veja-se, e.g., o Capitulo 17 da nova edicdo do

excelente livro de Bladel:

L Jean Van Bladel, Electromagnetic Fields. Piscataway, NJ: IEEE Press and Wiley, 2nd
ed., 2007.

Os principais resultados desta sec¢do, usando embora a formulacdo diddica classica, podem

ser encontrados nos seguintes livros:

(L] Hollis C. Chen, Theory of Electromagnetis Waves: A Coordinate-Free Approach.
New York: McGraw-Hill, 1985 (Chapter 8: pp. 299-399)

O Jin Au Kong, Electromagnetic Wave Theory. Cambridge, MA: EMW Publishing, 2005
(Chapter 7: pp. 879-952).

O conceito de meio bianisotropico foi introduzido por Jin Au Kong (1942-2008) -
recentemente falecido, no dia 13 de Marco de 2008, aos 65 anos — na sua tese de
doutoramento de 1965 (Syracuse University) como se explica em:

3 Jin Au Kong, Maxwell Equations. Cambridge, MA: EMW Publishing, 2002 (p. 47).

Veja-se, ainda,
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David K. Cheng and Jin A. Kong, “Covariant descriptions of bianisotropic media,”
Proceedings of the IEEE, Vol. 56, No. 3, pp. 248-251, March 1968.

Outros trabalhos publicados pelo Autor em colaboragédo com os seus alunos de doutoramento
e ainda com o Prof. Afonso Barbosa abordam a Optica relativista em meios em movimento —

nomeadamente o efeito Doppler e a aberragéo:

Ed  Carlos R. Paiva and Marco A. Ribeiro, “Doppler shift from a composition of boosts
with Thomas rotation: a spacetime algebra approach,” Journal of Electromagnetic
Waves and Applications, Vol. 20, No. 7, pp. 941-953, 2006

Ll Sérgio A. Matos, Jodo R. Canto, Carlos R. Paiva, and Afonso M. Barbosa, “Complex
aberration effect in moving dispersive DNG media: a spacetime algebra approach,”
PIERS Online, Vol. 4, No. 6, pp. 611-614, 2008.

Nota final: O estudo, aqui apresentado nesta seccao, é um caso particular de um estudo mais
geral desenvolvido pelo Autor em colaboragdo com um dos seus alunos de doutoramento,

Marco Alexandre Ribeiro:

[LJ  Marco A. Ribeiro and Carlos R. Paiva, “An equivalence principle for electromagnetics
through Clifford’s geometric algebras,” Metamaterials, Vol. 2, pp. 77-91, March 2008.
L] Marco A. Ribeiro and Carlos R. Paiva, “Transformation and moving media: a unified
approach using geometric algebra,” pp. 63-74, chapter in: Said Zoudhi, Ari Sihvola,
and Alexey P. Vinogradov, Eds., Metamaterials and Plasmonics: Fundamentals,

Modelling, Applications (in press). Berlin: Springer-Verlag, 2009.
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b
0 4. Epilogo:

\ ~ .
% Conclusao e notas finais
{ ( ’_O\Q"Q

Nesta licdo varios temas aparentemente desconexos foram tratados. A algebra geométrica
desempenhou o papel de fio de Ariadne — a linha estruturante, a linguagem matematica
unificadora a partir da qual todos os assuntos foram desenvolvidos. Mas esse € apenas o lado
mais formal desta licdo. Existe, ainda, um tema Unico que atravessa, nas suas diferentes
variacOes, esta licdo: o estudo dos meios materiais no ambito da electrodindmica classica.
Numa primeira parte apresentou-se uma nova abordagem dos meios anisotrépicos através do
exemplo paradigmatico dos cristais ndo-magneticos — nomeadamente através do caso
uniaxial. Numa segunda parte apresentou-se uma nova abordagem dos meios em movimento
no contexto do espago-tempo de Minkowski da relatividade restrita. Em ambos os casos a
algebra geométrica permitiu uma perspectiva matematica genuinamente geométrica — no
sentido em que toda a andlise radicou numa formulacdo na sua forma mais geral por
intermédio de uma linguagem independente de qualquer sistema particular de coordenadas.
Mas, é claro, em cada problema concreto ha que traduzir essa formulacdo geométrica em
sistemas de coordenadas bem determinados. E aqui que a flexibilidade e a fecundidade da
algebra geométrica se revelam: através da algebra geométrica facilmente se passa das
expressdes gerais, de caracter global, para a sua projec¢do em qualquer referencial local.

No caso da algebra geométrica do espaco ordinario tridimensional, com métrica

euclidiana, a algebra C/, revela-se tdo ou mais eficiente que a algebra vectorial usual

baseada no produto externo de Gibbs. Ao contrario da algebra de Gibbs, a algebra geométrica
¢ associativa — 0 que permite, caso seja necessario, reduzir as principais manipulacdes
algébricas ao célculo das suas imagem matriciais. Com efeito, existe um isomorfismo entre

Cl, e C(2)=Mat(2,C), i.e., a algebra das matrizes 2x2 definidas sobre o corpo C dos
nameros complexos: C£3=<C(2). Para o provar basta notar que se pode estabelecer a
correspondéncia e, =o; com ie{1,23}, onde B={e,e,e,} é uma base de R’ e

{0,,0, 0,} representam as matrizes de Pauli da mecanica quantica, i.e.,
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(01 (0 i (10
71 0) 27l o) P70 )
De facto, verifica-se que (1 é a matriz identidade de segunda ordem)

2 _ 2 _ 2 _
o, =0,=0, =1

0,0,=lo,=-0,0,
0,0,=10,=-0,0,
0,0,=10,=-0,0,

Note-se, contudo, que a algebra geométrica tem uma estrutura mais rica do que qualquer

algebra matricial: (i) um vector a<R® tem uma imagem na forma de uma matriz mas a

operacao fundadora do produto geométrico, que produz o nimero real (positivo, no caso de
Ct,) a* =aa :|a|2, ndo encontra paralelo na algebra matricial isomorfa; (ii) o subespago R*
(dos vectores) em C/, é um subespago privilegiado e que ndo encontra uma imagem
matricial apropriada.

A algebra geométrica C/,, adoptada para o espago-tempo de Minkowski —
correspondente ao espaco quadratico R** com uma base B ={e0, e,e,, es} tal que e; =1 e
=el =-1 - revela-se, por seu turno, um instrumento matematico poderoso para a
fisica da relatividade restrita. Alem disso, ao contrario da algebra tensorial, a algebra C/,, €

completamente livre de qualquer ginastica de indices tornando, deste modo, perfeitamente

evidente a natureza manifestamente covariante das equagdes. Neste caso, também é possivel
estabelecer um isomorfismo com uma élgebra matricial. Com efeito, tem-se C/,, =H(2)
onde H(2)=Mat(2, H) representa a algebra das matrizes 2x2 definidas sobre o anel de

divisdo H dos quaternides de Hamilton. Outro isomorfismo, talvez mais facilmente acessivel

a quem ndo domina a algebra dos quaternides, é o seguinte: C/, , = C(4)=Mat(4,C). Neste

caso — 0 da algebra das matrizes 4x4 definidas sobre o corpo C - a base corresponde as

matrizes de Dirac da mecénica quantica. Tem-se, efectivamente, e, =y, com « €{0,1, 2, 3}

eemque
100 0 00 0 -1
o1 0 o oo 10
Zloo -1 0 "“lo1 o of
00 0 -1 100 0
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0 0 0 i 0 0 -10
|00 -i 0 |00 01
Zlo —i 0 o] 7|1 0 o0 of
i 0 0 O -1 0 0
Facilmente se verificam as relacdes
o=l r=r=r=-1

A*EP > VY,V ="V Ve

emque | é, agora, a matriz identidade de quarta ordem.

Muitos dos resultados aqui apresentados ja foram apresentados na literatura — nomeadamente

através de publicacdes do Autor em co-autoria com alguns dos seus alunos de doutoramento:

[1]

[2]

[3]

[4]

Sérgio A. Matos, Marco A. Ribeiro, and Carlos R. Paiva, “Anisotropy without tensors:
a novel approach using geometric algebra,” Optics Express, Vol. 15, No. 23, pp. 15175-
15186, November 2007

Carlos R. Paiva and Marco A. Ribeiro, “Doppler shift from a composition of boosts
with Thomas rotation: a spacetime algebra approach,” Journal of Electromagnetic
Waves and Applications, Vol. 20, No. 7, pp. 941-953, 2006

Marco A. Ribeiro and Carlos R. Paiva, “An equivalence principle for electromagnetics
through Clifford’s geometric algebras,” Metamaterials, VVol. 2, pp. 77-91, March 2008
Marco A. Ribeiro and Carlos R. Paiva, “Transformation and moving media: a unified
approach using geometric algebra,” pp. 63-74, chapter in: Said Zoudhi, Ari Sihvola, and
Alexey P. Vinogradov, Eds., Metamaterials and Plasmonics: Fundamentals, Modelling,

Applications (in press). Berlin: Springer-Verlag, 2009.

O material desta licdo relacionado com 0s meios anisotropicos encontra um tratamento mais

geral (o caso biaxial) em [1]. A algebra do espaco-tempo de Minkowski foi analisada em [2]

tendo em vista, embora, o caso especifico do efeito Doppler relativista. Os meios em

movimento, embora num contexto mais geral, foram abordados em [3] e [4]. A ideia da

relagdo constitutiva covariante de um meio isotrépico em movimento baseou-se, contudo, no

seguinte trabalho (com algumas adaptacgdes):



96 Carlos R. Paiva

L P. Puska, “Covariant isotropic constitutive relations in Clifford’s geometric algebra,”

Progress in Electromagnetics Research, PIER 22, pp. 413-428, 2001.

Deve finalmente referir-se que, no que respeita a introdugdo da algebra geométrica, ndo era
possivel passar ao lado daquela obra que o Autor considera, do ponto de vista pedagdgico, um

trabalho notavel (da autoria de um matematico que, infelizmente, morreu prematuramente):

L Pertti Lounesto, Clifford Algebras and Spinors. Cambridge: Cambridge University
Press, 2nd ed., 2001.

|
Uma parte substancial desta licdo tem a ver com as varias formulacdes das equacfes de

Maxwell — quer em C/, quer em C/,,. Em relagdo a este assunto é necessaria uma nota

final. Do ponto de vista do Autor a forma mais geral de escrever as equagdes de Maxwell ndo

e a que foi adoptada no ambito da algebra C/, ;. Existe, ainda, uma forma mais geral e que

foi apresentada em [3]. Trata-se da formulacdo das equacOes de Maxwell de forma
independente de qualquer métrica e que utiliza a linguagem matematica das formas

diferenciais. Esta abordagem foi magistralmente desenvolvida na seguinte obra:

L Friedrich W. Hehl and Yuri N. Obukhov, Foundations of Classical Electrodynamics:
Charge, Flux, and Metric. Boston: Birkh&user, 2003.

Neste livro comega-se por apresentar uma electrodindmica pré-métrica — uma teoria
incompleta mas onde as duas equacdes de Maxwell sdo formuladas sem invocar qualquer
estrutura métrica. A vantagem desta metodologia é a seguinte: as equacdes de Maxwell assim
formuladas séo utilizaveis, sem qualquer alteracdo, em qualquer contexto métrico — e.g., tanto
no espacgo-tempo plano de Minkowski da relatividade restrita (métrica rigida) como no
espaco-tempo curvo (com ou sem tor¢cdo) de Riemann da relatividade geral (métrica flexivel).
S6 quando se estabelece uma relagdo constitutiva, que liga as duas equacfes de Maxwell, no
espaco-tempo € que a métrica faz a sua aparicdo. Esta formulacdo é compativel ndo sé com o
grupo de Lorentz mas também com possiveis violages dessa estrutura. A Unica restricdo
importante € a suposicdo de que ndo existem monopolos magnéticos.



Licdo de Sintese 97

A discussdo da relatividade euclidiana, aqui incluida, inspirou-se na ideia avancada por varios
autores de que o segundo postulado de Einstein sobre a velocidade da luz ndo é necessario
para a construcdo da teoria da relatividade restrita — o que até, do ponto de vista
epistemoldgico, faz sentido. Com efeito, é pouco razoavel que uma teoria universal, aplicavel
a todas as interaccOes (electromagnética, nuclear forte e nuclear fraca) com a Unica excepgéo
da interaccdo gravitacional, tenha de ter um postulado retirado da electrodindmica. Apresenta-

se, de seguida, uma lista de trabalhos representativa desta visao:

[ A. R. Lee and T. M. Kalotas, “Lorentz transformations from the first postulate,”
American Journal of Physics, Vol. 43, No. 5, pp. 434-437, May 1975

[L]  Jean-Marc Lévy-Leblond, “One more derivation of the Lorentz transformation,”
American Journal of Physics, Vol. 44, No. 3, pp. 271-277, March 1976

(L] N. David Mermin, “Relativity without light,” American Journal of Physics, Vol. 52,
No. 2, pp. 119-124, February 1984.

|
De acordo com David Hestenes as formas diferenciais sdo desnecessarias uma vez que podem
ser substituidas facilmente no ambito da algebra geométrica. Hestenes vai ao ponto de
defender que a distincdo entre um dado espaco tangente e o seu dual (o espaco cotangente) €
desnecessaria. Neste logica, a teoria dos fibrados é também considerada um excesso

suplérfluo de formalismo.

“A huge literature has arisen in recent years combining differential forms with
Clifford algebras and the Dirac operator. By failing to understand how all these
things fit together in a unified Geometric Calculus, this literature is burdened by a

gross excess of formalism, which, when stripped away, reveals much of it as trivial.”

David Hestenes, “Differential forms in geometric calculus,” in: F. Brackx, et al.,
Eds., Clifford Algebras and Their Application in Mathematical Physics. Dordrecht:
Kluwer Academic Publishers, 1993 (pp. 269-285)
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Neste ponto o Autor discorda de Hestenes: como se mostra em [3], o conceito de fibrado pode
ser muito util — mesmo em electrodinamica classica, e.g., quando existe a necessidade de
clarificar a distincdo entre as equacOes de Maxwell, escritas de forma independente de
qualquer métrica (numa variedade diferenciavel nua, i.e., sem métrica), e as varias estruturas
métricas que tém de ser analisadas (na linha do livro, ja referenciado, de Hehl e Obukhov).

Note-se a utilidade das equacGes de Maxwell assim escritas: elas sdo validas na classe geral

de difeomorfismos de R*, i.e., é possivel deformar a variedade sem alterar a forma das
equacdes de Maxwell (apenas a relacdo constitutiva do espaco-tempo é que reflecte essas
deformacdes). Mostra-se em [3] como uma algebra geométrica de formas (como seccdes
transversais do fibrado cotangente) — a par com uma algebra geométrica de vectores (como
seccdes transversais do fibrado tangente) — pode ser um instrumento muito util, e.g., no
estudo dos metamateriais usados como «mantos de invisibilidade» (invisibility cloakings)
onde é fundamental estabelecer uma equivaléncia entre as chamadas interpretacdes topoldgica
(métrica flexivel) e material (métrica rigida).
|

Uma ultima nota acerca das contraccGes a esquerda e a direita. Varios autores, incluindo
Hestenes, ndo introduzem estas duas operacdes. Em vez delas introduzem uma espécie de

«produto interno» generalizado

j
ac/A\v — |a-b=(ab)

[ik]

k
be/\V
onde a e b sdo multivectores homogéneos de graus j e k (respectivamente). Como mostra

Pertti Lounesto, tal «definicdo» € injustificada. Vejam-se, com efeito, as seguintes

referéncias:

(L] Pertti Lounesto, Clifford Algebras and Spinors. Cambridge: Cambridge University
Press, 2nd ed., 2001 (pp. 290-291)

[0  Leo Dorst, Daniel Fontijne, and Stephen Mann, Geometric Algebra for Computer
Science. San Francisco, CA: Morgan Kaufmann Publishers, 2007 (Appendix B:
Contractions and other inner products, pp. 589-596)

(L] Leo Dorst, “The inner products of geometric algebra,” pp. 35-46, in: J. Lasenby, L.
Dorst, and C. Doran, Editors, Applications of Geometric Algebra in Computer Science

and Engineering. Boston: Birkh&user, 2002.
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@ Apéndice A

S Invertibilidade do
iégé\,;*& Produto Geomeétrico

A invertibilidade do produto geométrico tem uma clara interpretacdo geomeétrica.

Suponhamos, em tudo 0 que se se segue, que o vector acR® é um vector conhecido.
Consideremos, em primeiro lugar, que também se conhece o escalar « € R tal que r-a=«,
sendo r um vector qualquer desde que satisfaca esta equacdo. Entdo, fazendo o =b-a, vem
ainda (r—b)-a:O. Facilmente se verifica que o afixo dos possiveis vectores r que
observam esta equagéo se encontra no plano = (visto de perfil) na Fig. Al. Isto significa que

o0 vector r, tal que r-a=«, ndo fica caracterizado univocamente: qualquer ponto em 7 €

solucdo deste primeiro problema.

<«—plano 7 Figura A1 O plano 7 é o lugar geométrico dos
afixos dos vectores r tais que r-a=«, i.e., tais

r—b que (r—b)-a=0 em que se introduziu um vector

\4 b coma=b-a=a-b.

Consideremos, em segundo lugar, que (além do vector a) se conhece o bivector B € /2\IR{3 tal
que rna=B, sendo r um vector qualquer desde que satisfaca esta equagédo. Entéo, fazendo
B=bna, vem ainda (r—b)aa=0. Facilmente se verifica que o afixo dos possiveis
vectores r que observam esta equacdo se encontra na linha recta ¢ da Fig. A2. Novamente,

isto significa que o vector r, tal que rna=B, ndo fica caracterizado univocamente:

qualquer ponto em ¢ € solugédo deste segundo problema.
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Figura A2 A linha recta ¢ € o lugar

geométrico dos afixos dos vectores r tais que
rra=B,ie., tais que (r—-b)ra=0 em que

se introduziu um vector b com B=b aa.

Carlos R. Paiva

l«—— plano =

\

ponto P

Ou seja: nem o produto interno nem o produto exterior sdo invertiveis. Porém, ao considerar o

produto geométrico ra=r-a+rAa, somos conduzidos a interseccdo do plano = com a

linha recta /¢, i.e.,, ao ponto P da Fig. A2. Portanto, neste caso, somos univocamente

conduzidos a um dnico vector r tal que r=b. Isto mostra a invertibilidade do produto

geométrico: a solucdo representada pelo vector r é, agora, uma solugdo Unica tal como

também se indica na Fig. A3. Por outras palavras: se u=ba existe um Gnico u™*=a'b™ tal

que uu =u"u=1.

Figura A3 Dados dois vectores a e r, tem-se u=ra=r-a+rana=a+B.Oplano = é 0

lugar geométrico de r-a=a, com a€R. Alinha ¢ é o lugar geométrico de rna=B, com

2
Be/AR®. O ponto P é a interseccdo de ¢ com 7z e existe, portanto, um Gnico vector r =b

talque u=ba=a+B.



Licdo de Sintese 103

b

((‘ Apéndice B
[ g Os Quaternides de Hamilton
==

Hamilton inventou os quaternides em 1843. Os quaternibes qeH sdo ndmeros

hipercomplexos da forma

anel de divisdo dos
quaternides de Hamilton

- H

q=w+ix+jy+kzeH| — |[dim(H)=4| « {Li jk} < base

em que w, X, Yy,zeR e onde as unidades imaginarias generalizadas i, j, k satisfazem as

relacdes

i“=j"=k°=-1
ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=]j

2= 7 =k?=ijk=—1

A multiplicacéo €, por definicdo, ndo comutativa — embora seja associativa: H é um anel de

divisédo mas ndo é um corpo (um corpo € um anel de divisdo abeliano ou comutativo).

Nomenclatura: Os conjuntos N, Z, Q, R, C e H representam, respectivamente. 0s

seguintes numeros: naturais (ndo incluem o zero), inteiros, racionais, reais, complexos e

quaternides (de Hamilton). Tem-se Nc ZcQcRcCcH.

Demonstracdo: E facil mostrar, usando apenas a associatividade, que todas as propriedades

resultam de i = j* =k* =i jk = —1. Vejamos:

ijk=(ij)k=-1 = [k=i]
J=i(ik)=-1 =

‘ik:I( i)=(i)j=-]
ki (J)(Jk)='(u)k —ik
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Motivacdo: A descoberta dos quaternides pode entender-se como uma tentativa de generalizar

0s numeros complexos para trés dimensdes. Porém, para generalizar z=x+iyeC, talvez
fosse mais natural comecar por considerar w=z+iXx+ jy, com X, Y,ZeR. Note-se que,
com efeito, se tem
|W|2 =WW=(z+ix+]jy)(z-ix-jy)
=(+y*+2%)—xy(ij+ i)

supondo que i* = j*=-1. Logo, impondo que |W|2 =X’ +y?+12%, obtém-se a regra de nio
comutatividade ij=-ji. Esta solu¢do, contudo, tem um problema insuperavel. Vejamos 0
que seria o produto (no caso geral)

W, =Z+iX+]Yy

W, =Z,+iX,+]Y,

WW, =(z,+ix+jy ) (2, +i%+]Y,)
=(2,2, = %% = Vi Y, ) Hi (X W, + 2%, )+ J (V1 2, + 2, Y,) +i T (X% Y, — Y1 %)

0 que mostra que, nestas condi¢des, a algebra ndo é fechada pois gera um elemento novo,

k =1ij, que esta fora dela. Portanto, € natural admitir que se tem de considerar

‘qzw+ix+jy+kz
XY, Z,WweR — | _ . .
J=w-ix—jy—kz

|q|2 =q@=(w+ix+jy+kz)(w-ix—jy-kz)
=[(W x4 y?)+ 27 (k) |- xz(ik+ ki) -y z(jk+k])
supondo, a partida, que deve ter-se i = j>=—-1 e que ij=— ji. Assim, admitindo agora que

2 — . .
deve ter-se |q|” = q@ =w” +x* + y* + 2, infere-se com efeito que

k?=-1
ik=-Ki
jk=—k]

donde resultam, depois, as restantes propriedades. A algebra é, entdo, fechada e associativa —

mas ndo é comutativa (em geral).
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Definicdes: Uma operagéo binaria o: X? — X , definida no conjunto X , tem elemento neutro
ee X sse (se e sO se) xoe=eox=e para qualquer xe X . Um elemento xe X diz-se

invertivel sse existe ye X tal que xoy=yox=e (ao elemento y da-se o nome de inverso
de x). A estrutura algébrica (X,o) diz-se um mondide se tem identidade e em X e se a
operacao binaria ¢ associativa, i.e., se (Xoy)ez=Xo(yoz) para quaisquer X,y,ze X .

Um mondide (G,o) diz-se um grupo sse todos os elementos de G sdo invertiveis.
Note que, e.g., 0 mondide (R,x) ndo é um grupo ja que o ndmero 0, que é um elemento

absorvente (no sentido em que xx0=0xx para qualquer xeR), ndo tem inverso (0
elemento neutro é, neste caso, e =1). O grupo diz-se abeliano se a operagdo o é comutativa.

Um anel é um terno ordenado (A,+,x) em que (A,+) é um grupo abeliano, o produto
x € associativo e a soma e 0 produto sdo distributivos. Note que N ndo é um anel: o par
(N,+) ndo é um mondide ja que OeN. Também N;=Nu {0} ndo é um anel porque
(N0,+) ndo é um grupo: 0s naturais ndo tém simétrico. Se o anel A tem identidade para o
produto entdo (A,x) é um mondide e o anel diz-se unitario. E habitual designar o elemento
neutro da «adicdo» do anel por «zero» e o elemento neutro da sua «multiplicagdo» por
«identidade». Um anel € abeliano se a sua «multiplicacdo» é comutativa. Designa-se por A*
o conjunto dos elementos invertiveis do monéide (A,x). Por exemplo: Z* ={-1,1}. Prova-
se que se A € um anel unitério entdo (A”,x) é um grupo. Existem anéis em que axb=0 e,

simultaneamente, a=0 e b= 0 (caso em que a e b se dizem divisores de zero). Exemplos

de divisores de zero no anel unitério R(2)=Mat(2, R) das matrizes 2x 2 definidas em R:

Xx=0 x 0 00 00
- a= #0, b= #0 — axb= =0.
y=0 00 0 vy 00

Um anel de diviséo é um anel unitario A tal que A* = A—{O}, i.e., em que todos 0s

elementos ndo-nulos sdo invertiveis. O anel Z ndo é um anel de divisdo; Q, R, C e H séo

anéis de divisdo. Chama-se corpo a um anel de divisdo abeliano. O anel de divisdo H ndo €

um corpo. Os octonides @ ndo constituem um anel porque o produto x ndo € associativo.
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Definicdo adicional: O anel A verifica a lei do corte para o produto se

Va,b,c e A, [c;tOe(axc:bxcouwa:be)] = a=bh.

Recordemos o exemplo jé citado anteriormente do anel R(2) das matrizes 2x2 definidas em
R . Trata-se, neste caso, de um anel em que a lei do corte para o produto nédo € valida:
10 00 00 axc=bxc=0
c= #0, a= , b= — «~ a=#b.
00 01 00 cxa=cxb=0
Um dominio integral é um anel unitario abeliano A= {O} no qual a lei do corte para o

produto € valida.

Referéncia:

Rui Loja Fernandes e Manuel Ricou, Introduc&o a Algebra. Lisboa: IST Press, 2004

Dominios
Integrais

Anéis de
Divisao
7

Figura B1 Os varios tipos de anéis em algebra abstracta.

As regras de multiplicacdo dos quaternides podem ser sintetizadas na forma

i2= j2=k2=ijk=1].

Definicéo:

g=W+ix+ jy+kzeH |~ |qJ=w-ix— jy—kzeH |« quaternido conjugado
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qz:(Wz—xz—y2—22)+2W(ix+jy+kz)
|q|2:qq:wz+x2+y2+z2

o= q _ 1 :w—ix—jy—kz

|q|2 WHIiX+ jy+kz W +x*+y?+7°

q2—2wq+|q|2 =0

Define-se a parte real R(q)=weR eaparte pura p(q)=ix+jy+kzeR’.

notagdo — |q=0,+qeH, q,=R(q), q=p(q) . H=ROR’

ab=ayb,—a-b+a,b+ba+axb

b=b,+beH

{a:ao+aeH

a=al+a,j+ak

a,=b,=0
o= =0 = {b:b1i+b2j+b3k

} <« qQuaternifes puros

{a~b:a1b1+a2b2+a3b3
aXb:(azbs_asbz)i+(asb1_a1b3)j+(a1b2 _azb1)k

ab=-a-b+axb = |axb=g(ab)| « produto externo de Gibbs

Existe um isomorfismo entre o anel de divisdo H e a subalgebra par de C/,, i.e., tem-se

2
Cl;=R®AR’ — |H=C/}|.

Para estabeler este isomorfismo basta ter em consideragéo a seguinte correspondéncia:

H C/,
[ — €,
J — €
k -e,

O isomorfismo C/,=C(2)=Mat(2,C), por sua vez, estabelece-se com base

correspondéncia:

107

na
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C(2)=Mat(2,C)  Cf,

| 1
0,,0,,0, e,e, e,
0,03,030,,0,0, €531 €311 €15
0,0,03 €123

onde as matrizes de Pauli séo dadas por

SRS IR

Assim, o quaternido q  H é isomorfo a matriz Q € C(2), tendo-se
w—iz -y-ix

Q :( [ i ] .
y—ix w+iz

Os octonides O constituem um generalizagdo dos quaternides de Hamilton e a sua descoberta

q=W+ix+jy+kz

I

deve-se a John T. Graves (1843) e a Arthur Cayley (1845). Nos octonibes p € O, tem-se
P =X, +Xg o+ X b+ X, 0y + Xy I3+ X, 1, + X5 b + Xg g
onde x,, x,€R,com ne{0,1,2,3 4,56}, e i, sdo as unidades imaginarias.
A figura anexa, devida a Freudenthal (1951) é conhecida pelo plano de Fano P? (]FZ)

mostra as relacdes entre as unidades imaginarias:

i2=-1
PORE z in+1 in+2 = in+4 = _in+2 in+1
indices modulo7 — | "] ! e
hiohia = =Ll
in+4 in+1 = in+2 = _in+lin+4
Tem-se
- C=R®RI
construcao de i
. - |[H=Co®Cj.
Cayley-Dickson
O=H®H/
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Figura B2 O plano de Fano permite conhecer as regras de multiplicagdo das unidades
imaginarias i, dos quaternides. Para determinar o produto de duas unidades imaginarias

distintas ha, apenas, que achar a linha que os liga. Entdo, o resultado do produto é, a parte 0

sinal, o elemento restante dessa linha. O sinal é determinado pelas setas. Assim, e.g., tem-se:

by = =iy =iy, igly =15, i, =15, Iy =—Is.

A base dos octonides sera, portanto, {1, iy, i,, i,, iy, i, is, ig | , i.€., tem-se dim(0)=8.

Tabela multiplicativa dos octonides

/ io L I, I3 I I ie
P I R I A I A I e T el
A e O B e I PO I P B A e
L | =g | =1, | =1 | I [ A A
b | L | = | =5 | =1 | &g | 1, | -,
T I o o B A B PO I L A )
s | 0, | =0 | b | =, [ =0 | =1 | |
s | L | 0 | =0y | 0, | =l | =0 | -1
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Nota: Designemos por ndmeros hipercomplexos os numeros que sdo constituidos por

n—tuplos (multipletos) de nimeros reais, com n> 2, em que se define uma adi¢ao vectorial,

uma multiplicacdo distributiva e um valor absoluto multiplicativo. C é o Unico sistema de
numeros hipercomplexos em que a multiplicacdo €, simultaneamente, comutativa e
associativa (Weierstrass, 1884). H é o Unico sistema de nimeros hipercomplexos em que a
multiplicacdo é associativa (Frobenius, 1878). @ é o unico restante sistema de numeros
hipercomplexos possivel (Hurwitz, 1898) que ndo é, em geral, nem associativo nem

comutativo.

Bibliografia sobre quaternides e octonides

L Roger Penrose, The Road to Reality: A Complete Guide to the Laws of the Universe.

New York: Alfred A. Knopf, 2005 (Chapters 11 and 16)

Pertti Lounesto, Clifford Algebras and Spinors. Cambridge: Cambridge University

Press, 2nd ed., 2001 (Chapters 5 and 23)

(L] Simon L. Altmann, Rotations, Quaternions, and Double Groups. Mineola, NY: Dover,
(1986) 2005

O Jack B. Kuipers, Quaternions and Rotation Sequences: A Primer with Applications to

B

Orbits, Aerospace, and Virtual Reality. Princeton, NJ: Princeton University Press,
1999

L Andrew J. Hanson, Visualizing Quaternions. San Francisco, CA: Morgan Kaufmann
Publishers, 2006

L John H. Conway and Derek A. Smith, On Quaternions and Octonions: Their
Geometry, Arithmetic, and Symmetry. Wellesley, MA: A K Peters, 2003.

[ John C. Baez, “The octonions,” Bull. Amer. Math. Soc., Vol. 39, pp. 145-205, 2002.
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)
((‘ Apéndice C

% Produto Externo de Gibbs
¥ ]

O produto externo ndo faz parte da algebra geométrica C/,. Porém, atendendo a sua grande
utilizacdo quer em fisica quer em engenharia, vai-se agora estabelecer a sua definicdo bem

como a sua relagéo com os objectos de C/,.

Definicdo: Sejam a,b eR®. Define-se um vector axb e R®, denominado produto externo

dos vectores a e b, que observa as seguintes propriedades:

ortogonalidade: (axb)Lla, (axb)Lb
comprimento igual & area: laxb|=|a||b]|sin(&)
triedro dextrorso (ou direito): (a, b,axb)

Ou seja, 0 comprimento |a>< b| é igual a area do paralelogramo correspondente ao bivector

anb. NaFig. C1l mostra-se a relagdo geométrica entre o vector axb e o bivector anb.

/Taxb

Figura C1 O bivector B=aAb e o vector axb. O produto externo necessita de uma

metrica. O produto exterior é independente de qualquer métrica.
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(anb)’=(a-b)’—a’b?=~|anb|’

|a><b|2 :|a/\b|2 :|a|2|b|2 —(a-b)2

Nota: Esta Gltima equacdo pode ser considerada como uma simples expressdo do teorema de
Pitagoras (Fig. C2).

|a|2 =|a|200329+|a|25in2<9

teorema de
Pitagoras

a-b=|a||b|cos®, |axb|=]|a||b|sine

—|sin?@+cos? =1

|asin(0)

jaxb|” +(a-b)" =[a|" |b|"

teorema de

. —>|a><b|2:
Pitagoras

aa ab o] = alcos(6)
b-a b-b

Figura C2 Teorema de Pitagoras.

Verifica-se, deste modo, que existe uma relacdo de dualidade entre o produto externo e o

produto exterior.

dualidade entre o produto axb=-(anb)e, eR’
externo e o produto exterior

arb=(axb)e,, e AR

Numa base ortonormada {el,ez,e3} do espacgo linear R®, com a orientacdo direita, pode

obter-se o produto externo de acordo com o determinante formal

€ € &

produto

externo - aXb:ai a g :(azbs_asbz)e1+(a3b1_alb3)e2+(a1b2_azbl)es-
b, b b

Tal como o produto exterior o produto externo € anti-simétrico mas, ao contrario deste, ndo €

associativo.

anti-simetria: axb=-bxa
ndo associatividade: (axb)xc=ax(bxc)

Comentério: Na definicdo do vector axb € necessdria uma métrica para determinar a
direccdo perpendicular ao bivector aab. O bivector anb, porém, é independente de

qualquer métrica.
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O espaco linear R* dotado do produto externo consitui uma algebra de Lie: o produto externo
ndo é abeliano (ou comutativo), ndo é associativo, ndo tem elemento neutro e obedece a

identidade de Jacobi.

anti-simetria: axb=-bxa
algebra de Lie — | distributividade: ax(ab+pc)=a(axb)+p(axc)
identidade de Jacobi: ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0

A distributividade no primeiro argumento resulta da anti-simetria:
(aa+pb)xc=-cx(aa+pBb)=—a(cxa)-B(cxb)=a(axc)+ B (bxc).
Usando a regra a[(bac)e,, |=[(a-b)c—(a-c)b]e,,, deduzida anteriormente e tendo em

consideracao a dualidade, vem sucessivamente
ax(bxc)=-ax[(bac)e,, |={an[(bAc)ey |fen,

:{[(a.b)c—(a-c)b]em}9123

regra fundamental
do produto externo

— |ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c|.

Usando esta regra € facil verificar quer a ndo associatividade (no caso geral)

nao associatividade

b — b -b
do produto externo | (axb)xc—ax(bxc)=bx(cxa)

quer a identidade de Jacobi
ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c
bx(cxa)=(a-b)c—(b-c)a = |ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0].
cx(axb)=(b-c)a-(a-c)b

A identidade de Jacobi é, de certa forma, a propriedade que substitui a associatividade numa

algebra de Lie.

Nota: Usando a regra fundamental do produto externo é também possivel escrever o produto
interno de dois vectores exclusivamente em termos do seu produto externo — desde que estes

dois vectores nao sejam paralelos. Vejamos.

ax(axb)=(a-b)a-a’b = [ax(axb)]ab=(a-b)(anb)
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b= [ax(axb)]/\b = lape [ax(axb)]xb
anb axb

|
O produto externo tem, numa reflexdo especular, um comportamento peculiar relacionado
com o facto de um triedro orientado ser um objecto quiral: numa reflexdo face a um espelho,
um objecto quiral ndo coincide com a sua imagem. Com efeito, um triedro dextrorso (ou

direito) tem, como imagem num espelho, um triedro sinistrorso (ou esquerdo). Na Fig. C3 o

triedro (@',b’,c") é a imagem especular do triedro (a,b,c). Porém, enquanto que c=axb,

tem-se ¢'=—a’'xb’.

X
c'=-a'xb’ 1 / c=axb

"""""" N

b’ & b

Figura C3 Produto externo c=axb. As imagens no espelho X, X, dos vectores a, b e ¢
sdo os vectores a’, b’ e ¢’. Contudo, ¢'=-a’xb’, i.e., 0o produto externo ndo se comporta

bem numa reflexdo espacial. Note-se que o produto exterior tem o comportamento correcto

umavez que aimagemde B=aAb é B'=a'Ab".

|
Mas o produto externo padece de uma dificuldade mais grave: sO existe, como tal, em trés
dimensdes. Em duas dimensGes ndo é possivel sair do plano para introduzir um vector
perpendicular ao plano; em quatro dimensdes a direcccdo ortogonal ao plano nao estéa

univocamente determinada. Todas estas dificuldades podem ser superadas se, em vez da
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algebra de Lie associada ao produto externo, se adoptar uma nova algebra — a algebra

geométrica proposta por Clifford.

Duais de Hodge: Além do dual de Clifford é também usual definir o dual de Hodge. O dual de

Hodge de um vector a é o bivector x a e o dual de Hodge de um bivector B é o vector x B,
tais que

*a=ae,,
*B=-Be,,

anb=x(axb)

duais de Hodge )
vl ¢ - axb=x(anb)

Nota importante: O produto externo, tal como aqui definido, s existe em R®. Com efeito,

este € 0 Unico espaco onde o dual de um bivector é um vector. E, no entanto, possivel

generalizar o conceito de produto externo para espacos de maior dimensdo: é o caso do

espaco R’ onde é possivel tal generalizagio para o produto externo de dois vectores como se

mostra em:

Pertti Lounesto, Clifford Algebras and Spinors. Cambridge: Cambridge University
Press, 2nd ed., 2001 (pp. 96-98).

Porém, em R’, tal generalizacdo do produto externo ndo verifica a identidade de Jacobi e,

consequentemente, ndo permite construir uma algebra de Lie (ao contrério de R®).

O produto externo tem, tradicionalmente, relevancia no chamado produto misto de trés

vectores a, b, c e R® e que se representa por o =a-bxc.

Nota: Ndo existe ambiguidade na escrita adoptada para o produto misto ja que a Unica

alternativa exequivel ¢ a =a-bxc= a~(b><c) uma vez que (a~b)xc nédo tem sentido.

No ambito de C/, tal relevancia desaparece dado que




116 Carlos R. Paiva

a=a-bxc=-a:[(bac)e, |
produto misto — | = —%[a(b rc)+(bac)ale,,

—(anbnac)ey,

0 dual do produto
misto é um trivector

— |asnbac=(a-bxc)e,,

& 8 8
a-bxc=(b b, b,
Cl CZ CS

Ou seja, | a-bxc | corresponde ao volume do paralelepipedo formado pelos trés vectores.

Vamos agora analisar uma aplicacdo do produto externo: a rotacdo de um vector r—>r’.
Fazendo

r=xe +ye,+ze,

a=a,e +3a,e, +a,e,
=la|=4/a’+a; +a]

verifica-se facilmente que

axr=Ar=| a, 0 -a |yl

A equagdo caracteristica da matriz A é det(A1—A)=0 que conduz a A +a’2=0. De

acordo com o teorema de Cayley-Hamilton, qualquer matriz quadrada satisfaz a sua equagéo
caracteristica. Portanto
AP+a’i=0 = A+a’A=0.
A = —(-1) a® A%, k=123, ...
AP = (1) a™A k=012,

o) Ak o A2k 0 A2k+l
Xp(A)=2 17~ & 2k)!+Z 2k +1)!

k=0
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k=0 ad ka1
AZ A2 0 ‘ aZk
=1+ -2 (41
0{2 aZ ; ( ) (Zk)l
2
= +%[1—cos(a)]

exp(A) =1 +§sin(a)+2—z[1—cos(a)] :

Assim

2 2
—a, -4 a,a, a3,

AP=| aa, -a’-a a,a, — | A’r=ax(axr)=(a-r)a-a’r|.
a8 a,8, _af_ai

E entfo possivel definir a seguinte rotacdo espacial

rotacgdo — |r > r'=exp(A)r

que se ilustra na Fig. C4. Com efeito, tem-se sucessivamente

' +M(Ar)+—l_cos(a)(A2r)

r'= r+SinTW)(ax r)+1_%§(a)[ax(ax r]

r'=cos(a)r+ sino(ta) (ax rh%[(a'r)‘ﬂ .

Convenhamos que nao se trata de uma expressdo nem muito concisa nem muito transparente.

Ao usar o conceito de rotor, em C/,, este tipo de operacdo € — como se viu — muito mais

simples de escrever:

O

r'=Rr

a€y; j

N |-

R :exp(—
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Figura C4 Rotacdo do vector r para r':exp(A)r. A matriz A descreve a rotacao cujo
eixo é o vector a=aa. A componente paralela de r, r,, roda um angulo « no plano do

bivector B=ae,,;.

|
Finalmente, é necessario estabelecer uma precisdo importante: o produto externo (usual, i.e.,
tal como se definiu no inicio desta sec¢do) ndo corresponde exactamente ao dual de Clifford

de um produto exterior como se escreveu atras. Na verdade a dualidade inscrita nas equagdes

dualidade entre o produto axb=-(anb)e, eR’
i 2
externo e o produto exterior anb=(axb)ey, c AR’

ndo respeita a regra da formacao do produto externo numa involugédo espacial em que se altera
a orientacdo do espaco fazendo

!
e e =—¢

involugdo espacial | — |e, o€, =—€, = €, =€ AC, AL, =—Ey,

e, >, =—8,
simetria impar — c¢'=a'xb’'=—(a'Ab')e,; =(asb)e,, =—axb=-c.

Com efeito, de acordo com esta involugéo espacial, deveria ter-se
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simetriapar — ¢’ =a'xb'=(-a)x(-b)=c

de acordo com (a interpretagéo passiva)

simetria €& € & & €, € €& € &
oar SC=axb'=la & &|=|-a -3 -a |=la & & |=C
bl b by| | =B b, b | |b Db, b

Nota importante: Estas consideracdes mostram que a definicéo

axb=-(anb)ey,,

ndo estd de acordo com a definicdo tradicional do produto externo. Nesta nova definicéo
(dentro da algebra geométrica e baseada na dualidade de Clifford) o produto externo tem uma
simetria impar numa involucéo espacial; na definicao tradicional o produto externo tem uma

simetria par numa involugéo espacial.

Vectores polares e axiais: Devido a este tipo de comportamento assimétrico do produto

externo (definido tradicionalmente), ha autores que falam de “vectores polares” ou “vectores
verdadeiros” e de “vectores axiais” ou “pseudovectores”. Na realidade, tal distingdo so é
necessaria devido a assimetria do produto externo numa involugédo espacial. Ao eliminar a
definicdo tradicional tal ambiguidade desaparece: na algebra geométrica todos os vectores sdo
“polares”. Note-se, contudo, que as consideracbes da Fig. C3 continuam validas, i.e.,
permanece uma assimetria intrinseca (ou quiral) relacionada com as reflexdes especulares em

ambas as definicdes de produto externo.

Nota final: Facilmente se verifica que a simetria par da definicdo tradicional de produto
externo coincide com a simetria (também) par dos bivectores numa involugdo espacial. Isto
mostra que o papel tracionalmente reservado aos “vectores axiais” deve ser desempenhado
pelos correspondentes bivectores. O “pseudoescalar” tradicional (ndo confundir com o

trivector da algebra C/,) associado ao produto misto a=a-bxc deve agora ser

desempenhado pelo trivector V =aAb ac. No ambito da nova definicdo de produto externo,
com efeito, o produto misto tem uma simetria par (numa involucéo espacial) — 0 que mostra
que se trata de um escalar verdadeiro; s6 na definicdo tradicional de produto misto é que,

numa involucéo espacial, se observa uma simetria impar.
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)
((‘ Apéndice D
% Formas Quadraticas

4 (g‘:}.('&

Na Seccdo 3.1 analisou-se o problema da relatividade euclidiana no contexto da algebra
geométrica C/,. Os alunos conhecem o conceito de espago linear (ou vectorial). Porém, ndo

estdo tdo familiarizados com o conceito de espaco quadratico. Explica-se, neste apéndice, em

que consiste essa diferenga.

Nota: No contexto da &lgebra geométrica é preferivel designar um espaco vectorial por espago

linear. A explicagdo e simples. Consideremos, a titulo de exemplo, a algebra geométrica C/,.
A propria estrutura de soma graduada

Cl/,=R®R® OAR AR
pode ser considerada um espaco linear. Porém, nesta estrutura linear, identifica-se o

subespaco R*® como sendo constituido por vectores em sentido restrito (i.e., ndo no sentido

geral, que lhe ¢ atribuido pela definicdo de espaco linear, mas no sentido preciso em que €

possivel representar geometricamente estes objectos por setas). Assim o subespaco linear R®

2
é, portanto, o subespaco dos vectores (tal como, e.g., /AR® é o subespaco dos bivectores).
Estamos, portanto, a conferir um significado concreto ao conceito de espago vectorial e, deste

modo, a distancia-lo da sua definicdo habitual em algebra abstracta.

Definicdo de algebra: Define-se uma algebra A sobre o corpo F (um corpo € designado, em

inglés, por field) como sendo o espaco linear A, definido sobre o corpo F, dotado de uma
operagio A* — A:(a,b)|—> ab bilinear (i.e., linear em ambos os argumentos). Note-se que
uma algebra ndo tem que ser associativa (como o sdo todas as algebras matriciais) — e.g., a

algebra dos octonides (ou algebra de Cayley) e as algebras de Lie (como a algebra vectorial

de Gibbs com o produto externo) ndo séo associativas.
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Exemplo: O conjunto dos numeros complexos C pode ter duas interpretacfes distintas: (i)

como corpo; (ii) como algebra real. A interpretacdo (ii) tem mais estrutura do que (i).
Vejamos porqué. Podemos interpretar C como o conjunto R> =R xR dos pares ordenados

de nlmeros reais através da identificacdo z=(x,y) emque zeC e (x,y)eR?, desde que
( ) (Xziyz):(x1+xz’y1+y2)
(X0 Y2) (a0 Y2 ) = (%% = V1Yo %Yo + % Y1)
Note-se que, e.g., i=(0,1) com (0,1)2 =(-1,0) (equivalente a i* =—1). Esta estrutura é a
estrutura de um corpo — o corpo C. Podemos, agora, introduzir uma estrutura suplementar e

transformar este corpo numa éalgebra real: facamos CxC — C, com (a, b) > ab, mas
introduzindo a restri¢do segundo a qual, se ae R, entdo ab € C através de

=(4,0) > (4,0)(x y)=(4x 1y).
Com esta definicdo suplementar transformou-se a estrutura de corpo numa estrutura mais
especifica — a de uma algebra real. A representacdo geométrica dos numeros complexos num
plano tem a ver com esta segunda interpretacdo — j& que é esta segunda interpretacdo (a de
uma algebra real) que permite individualizar R como um subcorpo de C. Embora se trate de
uma subtileza técnica, sublinhe-se que s6 na interpretacdo de C como algebra real é que é

possivel: (i) introduzir R como subcorpo de C através da aplicacéo injectiva R — C que

estabelece a correspondéncia x> (x,0) em que xeR e (x,0)eC; (ii) definir dois tnicos
automorfismos « : C — C que sdo a identidade a(x+i y)=X+iy e a conjugacdo complexa
a(x+i y): Xx—iy. Na interpretacdo de C como corpo existe uma infinidade de

automorfismos. Em sintese: em C enquanto corpo ndo é possivel definir, s6 por si, 0

subcorpo R dos reais — tal definicdo so € possivel interpretando C como uma algebra real.

Definicdo de espaco quadratico: Seja V. um espaco linear definido sobre o corpo F (no nosso

caso estamos apenas interessados em fazer IF =R ). Define-se uma forma quadratica em V

como sendo a aplicagdo Q:V — F tal que, para quaisquer LR e xeV,
Q(2x)=4Q(x)
e onde, exceptuando o caso da caracteristica de I ser igual a 2, se tem

Q(x)=B(xx)
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onde B(X, y) é a forma bilinear quadratica (e simétrica)

B(x.y)=3[Q(x+y)-Q(x)-Q(y)].

Um espaco linear V onde esta definida uma forma quadratica diz-se um espac¢o quadratico.

Nota sobre a bilinearidade: Mais explicitamente, a forma B(x,y) enquanto aplicacdo

V xV — I, diz-se bilinear desde que, para quaisquer 4, ucF e X,y eV,
B(Ax, uy)=AB(x uy)=AuB(xy)
e ainda

B(AX +4,%,,Y)=4B(X,¥)+4,B(x,y)
B(X, ylyl+ﬂ2y2)=M B(X’ y1)+ﬂ2 B(X’ y2).

Note-se que, deste modo,

B(%Xl"'ﬂ“zle ﬂlyl"'/v‘zyz):ﬂi B(Xl’ Myl+ﬂ2y2)+2’2 B(Xz’ ﬂlyl"',uzyz)

=41 B(Xl’ y1)+/11/u2 B(leyz)
+4, 14 B(X21y1)+/12 Hy B(X21y2)'

Além disso, tem-se

Q(x+y)=Q(x)+Q(y)+2B(x,y)
Q(x-y)=Q(x)+Q(y)-2B(x,y)

umavez que Q(-y)=0Q(y), B(x,—y)=—B(x,y).

—

=

Q(x+y)+Q(x-y)=20Q(x)+2Q(y)
Q(x+y)-Q(x-y)=4B(xy)

Produto interno: Define-se um produto interno em V como sendo (x,y)Hx-y: B(x,y).

Em particular, tem-se x* = Q(x) que permite fundar uma estrutura de algebra geométrica ou
de Clifford. Dois vectores s&o ortogonais desde que x-y = B(x, y) =0. Um vector diferente
de zero, x=0, diz-se nulo ou isotrépico quando Q(x)=0. Uma forma quadrética diz-se
anisotropica se Q(x) =0 implica que x=0. Uma forma quadratica diz-se isotropica quando
Q(x)=0 para algum x = 0. Uma forma bilinear diz-se ndo-degenerada quando B(x,y)=0

para todos os yeV implicar que se tem x=0. Note-se que uma forma quadratica

anisotropica é sempre ndo-degenerada.
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Métrica: Supondo que existe uma base {e,} de R", emque i=1,2,...,n, a matriz da métrica

é dada por G =g;, =B(e;. e, ).

Plano hiperbdlico: Chama-se plano hiperbdlico ao espaco linear bidimensional isotrépico mas

néo-degenerado. O plano hiperbélico tem uma forma quadratica y =(y;, y,) > Q(Y)=V,Y,.
Note-se que, fazendo

Yi=X+X,
Y, =X =%

esta forma quadratica se escreve
Q(x) =04 +%) (% =%) =X =%
Assim, com efeito, basta ter x, = x, para que x° =0 mesmo quando x, #0 e x, #0 (i.e., a

forma quadratica é isotropica). Note-se, ainda, que esta forma quadratica esta associada a

forma bilinear simétrica

a=(a,a,)
b:(b11 bz)

Numa base {e,,e,}, em que e, =(10) e e, =(0,1), tem-se &’ =(1,0)" =1, €2 =(0,1)" =1

> B(ab)=2[Q(a+b)-Q(a)-Q(b)]-ah -ab,

eainda e, -e, =(1,0)-(0,1) =0 a que corresponde a matriz da métrica

G=B(ej,ek):[; _OJ

Este plano hiperbolico corresponde ao espaco quadratico designado por R* e gera a algebra

geométrica do plano hiperbélico C/,, tal que

Cl,=R®R" SARY dim(Ct,,)=2"=4.
Por exemplo, tem-se
e, =€, =€ -e,+e AL, =€ AE,=—8,AE =—€,8 =—¢,
e =(e8,)(e8,)=—(e,8)(e.8,)=—¢efe; =1
0 que mostra como, ao contrario de C/, (a algebra geométrica do plano euclidiano), o
quadrado de qualquer bivector é positivo. Em geral tem-se

a’=(ae +a,e,)(ae +a,e,)=a’-a, +a,a, (e, +e,e)=a’ —a;
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ab=a-b+anb=(ae +a,e,)(be +he,)
:(aibl_azbz)"'(aibz —a,b e,

em que, portanto,

e, =1 = exp({e,)=cosh{ +e,sinh( .

o) le Jomt-ca 2

f,=cosh{e +sinh e,
f, =sinh e, +cosh e,

A operacao

corresponde a um «boost».

Tabela multiplicativa da algebra C/, Tabela multiplicativa da algebra C/,
1l e, e e 1 e e g,
€ 1 €, & & 1 & &
€, €, -1 & €, €, 1 &
€| -6 -6 1 €] =€ € -1

Nota: Em C/,, como e, = -1, tem-se
Cl, — exp(fe,)=cosO+e,sind

que corresponde a uma rotagdo

NEHE N

f, =cosfe, +sinfe,
f,=-sinde +cosde,
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A matriz simétrica G =g, =B(e;, e, ) pode ser diagonalizada (char F = 2) : qualquer
forma quadratica é isométrica a forma diagonal Q=d,x’+d,x>+---+d x* para
d,, d,,...,d, eF.Escreve-se, entéo,

(dy,d,,...,d,) = Q=d ¢ +d,X;+---+d,X.
Por exemplo: o espago quadratico R™ corresponde a Q = x* —x? e, portanto, representa-se
por <1, —1>. Em relagdo ao espago linear R* correspondem diversas possibilidades de

espagos quadraticos. A mais 6bvia ¢, talvez, o espaco euclidiano R*°, que se representa por

4(1)=(1,1,1,1), e que gera a algebra C¢, da relatividade euclidiana da Secgéo 3.2. Existem,

porém, outras possibilidades:

R™ - 4(-1) — Ct,,
R — (L-1-1-1) — Cr,|.
R* - (-1111) — Cly,

Excluem-se, devido a isotropia do espaco no espaco-tempo, todas as hipoteses que ndo se
reduzem a
d,d,e{l -1} > Q(X)=Q(Xy X, %, % )=d,x; +d| (xf +XC + x32)

com d,=-d,. Por exemplo: ndo se pode, como é oObvio, considerar a hipotese de se ter

2

Q(X) =Q (X X0, X0 Xg ) = X5 + X = X5 + X5

Bibliografia

) Pertti Lounesto, Clifford Algebras and Spinors. Cambridge: Cambridge University
Press, 2nd ed., 2001

L John Horton Conway, The Sensual Quadratic Form. Washington, DC: The
Mathematical Association of America, 1997

[ lan R. Porteous, Clifford Algebras and the Classical Groups. Cambridge: Cambridge
University Press, 1995

EJd  Tsit-Yuen Lam, Introduction to Quadratic Forms over Fields. Providence, RI:

American Mathematical Society, 2005.




Licdo de Sintese 127

)
(@ Apéndice E
% Reducio a Forma do Vacuo

Na Seccédo 3.4 estudou-se a chamada reducdo a forma do vacuo. Trata-se, basicamente, do

rV]F
rVJG
rvjk

G:Eexp(—érv)F
n

seguinte: através das transformacoes

F'= exp(—
= exp(
-

é possivel reduzir a relacao constitutiva

N [

N |

N [

de um meio isotrépico a forma do vacuo
1
G'==F'.
n
Neste apéndice vai-se demonstrar o seguinte teorema: as duas equagdes de Maxwell
kAF=0
kaG=0

para ondas planas e monocromaticas da forma

F(r.t)=R{F,(r)exp(-imt)|
F,(r)=Fexp[i(k-r)]

séo covariantes em relagéo a esta transformcao, i.e., tem-se

k' AF' =0
k'JG' =0
Vejamos ent&o.
|

Comecemos por notar que, definindo
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se tem

onde se fez, ainda,

Mas entéo, infere-se que
kK'AF =a®(kaF)-p%(k, AF,)+apf(k, AF-kAF,)
k'JG'=a’(kaG)+ 4 (k, 026G, )+ap(k,1G+kIG,)
Porem, tem-se
k,AF, =(kAF),
k,2G, =(k_| G)u
kVAF—kAFV=—kAF+(kAFx
k,1G+kiG,=-kiG-(kJG),

de forma que

k’/\F’=(a—ﬂ)[a(kAF)+ﬁ(kAF)v]=exp(—§jexp(§r\,j(k/\F)

K'2G'=(a-p)[a(kaG)-p(kG),] :exp(—gJexp(—grvj(k_n c)

Logo, efectivamente,

kAF=0 kK'AF' =0
KiG=0 — |k'.G'=0

|
Note-se que, se se atender a relagao constitutiva
G! — 1 F! ,
n
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se infere imediatamente que
k'JG'=0 = K JF'=0.

Assim, tem-se

= [KF=0] = [(K) =0

k' AF' =0
k' JF' =0

que € a equacdo analoga a equacéo do vacuo real
kF=0.
No entanto, no caso de um meio isotropico (que ndo seja 0 vacuo), tem-se

ko=% > k=k,(f, +)

2 = k3 | 1+ ()’ |2 0.

- p , , .\ 2 , ~ N ,
Com efeito, s6 no caso do vacuo é que (n) =—1. Através da reducdo a forma do vacuo, vem

entdo

K, =C—22(v-k)v—k N k':exp(grvjk:ock+[;’kv :ak+[{§2(v-k)v—k}

K'=(a= p)k+ 22 (v-k)v

ou, finalmente,

1

k’=\/n_o[k+nocz_1(v-k)v} .

Note-se que, quando n, =1, se recupera k'=k como ndo podia deixar de ser. Daqui se

infere, portanto, que

(K)'=0 = |K? +Ci2(n§ ~1)(v-k) =0

tal como se tinha obtido na Secc¢éo 3.4.
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